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Capitolo 7

Integrali curvilinei e di
superficie

Esercizio 7.1 Date le funzioni

2

flz,y,2) = 4$2ycos(yz), F(z,y,z) = (2x2,siny,ez ),

si determino le funzioni Af, rotF e divF.

Esercizio 7.2 Si calcolino divergenza e rotore per i seguenti campi vettoriali:

1
F(IL',’y,Z) = (yazao)v F(IL',’y,Z) = 7—3($7yaz)a

/SCQ +y2 +22

Esercizio 7.3 Calcolare l'integrale curvilineo

[O fds

per le seguenti funzioni e curve:
L flz,y) =™, o(t) = (t,t — 1), t € [1,2];

2. f(x,y) = zy, (t) = (t,1*), t € [0,1];

3. f(2,y) = 1z, o(t) = (cost,sent), t € [0,7/2];

4. f(z,y) =V1+422 + 3y, y =22, 2 €[0,1];

5. f(z,y) =2%, y=2%2+Inx, z € [1,2];

6. f(z,y) = (22 +y?)?, 0=¢% con 0 € (—00,0];

7. flx,y,2) = e?*, p(t) = (coslnt,senlnt,Int), t € [1,e%];
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154 CAPITOLO 7. INTEGRALI CURVILINEI E DI SUPERFICIE
8. J(2.y,2) = V2, (1) = (cost, sent, 12), ¢ € [0, 7).
Esercizio 7.4 Calcolare l'integrale curvilineo

/F-dé’
©

dove:

1. F(z,y) = (ZT;%, ZZITZJQ) e ¢(t) = (cost,sent), t € [0, 27];

2. Flo,,2) = (sepes, st + L i +3), 9(t) = (cost,sent, 0), t € [0, 27

3. il campo del punto precedente ma con p(t) = (cost,sent,t), t € [0, 27].

Esercizio 7.5 Dire se il campo

F(z,y) = (zy %2)

¢ conservativo o meno; calcolare quindi il lavoro del campo F lungo la curva r : [0, 7] — R?,

1— cos(3t)) _

t)= 1\t t
r(t) (,arc an——— 5

Esercizio 7.6 Dire se i seguenti campi sono conservativi e, in caso, determinarne i poten-
ziali;

Y 1 1 T
F(z,y) = (20 + 3y, 40— 5y),  G(x,y) = <x— toTe T y_) .

Esercizio 7.7 Calcolare I'integrale

/ z2dxdy,
E

E = {(x,y) € R? : 1 < 2?2 + y? < 2}, sia come integrale doppio sia passando mediante il
Teorema della divergenza.

Esercizio 7.8 Calcolare la circuitazione del campo F(z,y) = (y%,z) lungo il bordo del
quadrato [0, 1]%, sia mediante la definizione, sia utilizzando il Teorema del rotore di Stokes.

Esercizio 7.9 Calcolare divergenza e rotore dei seguenti campi;
2

Esercizio 7.10 Si dica se i seguenti campi sono conservativi o meno e in caso se ne
determino i potenziali;
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L. F(Z‘, Y, Z) = (:C - Z'€Z7 —Z, 62)7
2. F(ZL', Y, Z) = (:C - 1‘6:67 Y, ez)’
3. F(z,y,2) = (2%,y,2°).
Esercizio 7.11 Utilizzare il Teorema della divergenza per calcolare I'area della porzione di
piano racchiusa dall’asteroide, cioé la curva 7 : [0, 27r] — R? parametrizzata da
r(t) = (cost,sin®t).
Esercizio 7.12 Si calcoli 'area dell’elicoide, cioe della superficie parametrizzata da r :

[0,1] x [0, 27] — R3,
r(t,s) = (tcoss,tsens,s).

Esercizio 7.13 Dato il campo F(z,y,z) = (y, 2, —x), si calcoli il flusso del campo rotore
di F, cioe ®(rotF,Y), con ¥ = {a? +y? + 22 = R? 2 > 0}.

Esercizio 7.14 Calcolare il flusso del campo F(x,y, z) = (xy, xy, z) passante per la super-
ficie
X= {(zayvz) PR= 17':62 7y2,Z > 0}

Esercizio 7.15 Calcolare il flusso del campo
F(z,y,2) = (2,9, 2)

uscente dalla superficie della sfera ¥ = {2? + y? + 22 = R?}.

Esercizio 7.16 Si determini il flusso del campo

k
a 5(,y,2),  k,qg>0

/.’L'2 +y2 +22

uscente dalla superficie ¥ = {y = a, 2% + 22 < R?}, a > 0.

F(x,y,z) =

Esercizio 7.17 Si determini il flusso del campo

F(SC,y, Z) = (ya Z 7':6)
uscente dalla superficie ¥ = {22 + 32 + 22 = R%, 2 > 0}.
Esercizio 7.18 Si determini il flusso del campo

F(SC,y,Z) - (SC, 7yvz)

uscente dalla superficie del cilindro ¥ = OF con E = {x2 + y2 <R?20<z< h}.
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Esercizio 7.19 Dire se il campo vettoriale
—y T
F = —==—,—
& conservativo o meno e, in caso affermativo, calcolarne il potenziale.

Esercizio 7.20 Dire se il campo vettoriale

_ 2z +y T
F(x,y) = ((zQ P CTERN pR——cTE +2y)

& conservativo o meno e, in caso affermativo, calcolarne il potenziale.

Esercizio 7.21 Dimostrare che il campo vettoriale

20z —y x+ 2yz
$2+y2’x2+y2’

F(x,y,z) = < log(z” + y2))

non e conservativo ma e dotato di potenziali locali.

Esercizio 7.22 Verificare che il campo vettoriale

2x 2y 2z
F(z,y,z): <$2+y2+22’x2+y2+z2+17$2—|—y2+22+3)

¢ conservativo e determinarne i potenziali.

Esercizio 7.23 Calcolare il seguente integrale di superficie

z+y2
14+ 4(22 +y?)

dove
Y={(2,y,2) €ER3: 2z =2 —y* 2? + ¢y > 1,27 + 4y* < 4).

Esercizio 7.24 Calcolare il seguente integrale di superficie
x
——dXx
/2 Vaz +1
dove 3 ¢ la superficie

L={(z,y,2) eR*: 2 =2” +y*,2° +y* —y < 0,y > 1/2,2 > 0}.

Esercizio 7.25 Calcolare il flusso del campo
F(x,y,2) = (x3¢™*, 3wz, 32%™?)

uscente dall’emisfero superiore della sfera di equazione 22 + y2 + 22 < 16.
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Esercizio 7.26 Calcolare il flusso del campo vettoriale
F(z,y,2) = (2°,y,2)

uscente dal tetraedro T' = {(z,y,2) € R® : x,y,2 > 0,2 +y + 2z < 1}.

Esercizio 7.27 Calcolare il flusso del campo

1
F(Jc,y,z) = —3(:5)?/"2)

/x2+y2 +22

uscente da una qualsiasi superficie chiusa contenente all’interno lorigine (Legge di Gauss).

Esercizio 7.28 Calcolare il flusso del campo

F(z,y,2) = (z +y,2—y,2°y)

sulla superficie ¥ = {(z,y,2) € R3 : 2z = 22 + 32, 22 + 3% < 4}.

Esercizio 7.29 Verificare la formula del Teorema di Stokes per il campo F(z,y,2) = (y +
2,2+ z,x —y) e la superficie

Y ={(z,y,2) eR* 12> +y* + 22 < 1,y = 2}.

Esercizio 7.30 Date le funzioni
flz,y,2) = 4a?y cos(yz), F(z,y,z) = (2x2,sin Y, 622),

si determino le funzioni Af, rotF e divF.

Esercizio 7.31 Dato il campo
F(SC,y, Z) = (:C - ;L'ez, —Zz, eZ) )

si dica se e conservativo ed in caso affermativo se ne determini un potenziale.

Esercizio 7.32 Calcolare il flusso del campo F(z,y, z) = (xy, zy, z) passante per la super-
ficie
Y= {(z,y,2): 2 =1—2% -y 2 > 0}.

Esercizio 7.33 Utilizzare il Teorema della divergenza per calcolare I'area della porzione di
piano racchiusa dall’asteroide, cioé la curva r : [0, 27r] — R? parametrizzata da

r(t) = (cos®t,sin®t).
Esercizio 7.34 Dato il campo F(z,y,2) = (y, 2z, —x), calcolare il flusso del campo rotF

attraverso la superficie ¥ = {22 + 32+ 22 = R? 2 > 0} orientata con il campo normale verso
I'alto. Verificare la validita del risultato utilizzando il Teorema di Stokes.
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Esercizio 7.35 Calcolare il lavoro del campo F(z,y,2) = (y— 2z, 2+, z+y) lungo la curva
parametrizzata da

r(t) = (2cost,V/2sint, /2sint), t € [0, 27].

Esercizio 7.36 Si calcoli 'area della superficie parametrizzata da
r(t,s) = (tcoss,tsins,t?), (t,s) €[0,1] x [0, ].

Esercizio 7.37 Calcolare il seguente integrale di superficie

/ zdX%
p)

con ¥ ={z=uay,0 <y <av32?+y* <1}

Esercizio 7.38 Determinare il flusso del campo F(z,y,z) = (0,ye*,0) passante per la
superficie
L ={(z,y,2) eR®: 2 + ¢y =1,0< 2z < y}.

7.1 Soluzioni

Soluzione 7.1 Con un conto diretto troviamo che
Af(x,y,z) =divV f(x,y, 2)
=div(8zy cos(yz), 4x2 cos(yz) — 4a’yz sin(yz), —4x?y? sin(yz))
=(8y — 42?yz? — 42*y®) cos(yz) — 8z?z sin(yz),
mentre per il campo F' si ha che

rotF(z,y,z) =0, divF(z,y,z) = 4x + cosy + 2ze” .

Soluzione 7.2 Il primo campo ¢ definito ed & regolare in tutto R?; per quanto riguarda la
divergenza abbiamo

9] 0 0

mentre per quanto riguarda il rotore abbiamo

=(0,0,1—1)=0.

o X

i
rotF(x,y,z) =det [ 9, 9,
T

Quindi il campo ha sia divergenza che rotore nullo. Quest’ultimo fatto, unito al fatto che il
dominio di F' & semplicemente connesso, implica che il campo & conservativo; per cercare il
potenziale di F', bisogna risolvere il seguente sistema

oU(z,y,z) :Fl(x,y,z):y

(r,y,2) =2

ox
Wwy2) _ R,

Yy
W = F3(z,y,2) = 0.
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Integrando la prima equazione si ottiene che
Ulz,y,z) =yz +c,

dove ¢ & una costante per z (cioe la derivata parziale rispetto ad « ¢ nulla), ma in generale
non per y e z; scriveremo quindi ¢ = ¢(y, z). Sostituendo l’espressione di U appena trovata
nella seconda equazione, si trova

de(y, z)

r+ —=uz,
dy
da cui ¢(y, z) = ¢(z) in quanto la sua derivata parziale rispetto ad y si annulla. Infine, sosti-
tuendo nella terza equazione troveremo che ¢(z) = ¢, cioé ¢ & una costante pura. Abbiamo
quindi che il potenziale ¢ dato da

U(r,y,2) =ay+c, ceR

Per quanto riguarda il secondo campo, il suo dominio & R? \ {0}; la sua divergenza &

data da ) ) )
3 3 3 3
divF(z,y,2) = — + ks Mk =0,

3 5
/$2+y2+22 /$2+y2+22

mentre il rotore ¢ dato da

3yz — 3zy 3xz — 3zx 3yx — 3xy
rotF(z,y,z) = =, =, =| =0
\/zQ +y2 + 22 \/z2+y2+22 \/xQ +y2 + 22

quindi anche questo campo ha sia divergenza che rotore nullo. In particolare, siccome anche
in questo caso il dominio del campo & semplicemente connesso, avremo che il campo &
conservativo e il suo potenziale, come mostra un conto diretto, e dato da

1

/:CQ +y2+22

U(z,y,z) = +c, ce€R.

Soluzione 7.3

1. Si tratta semplicemente di usare la formula

/fdsf/f Nl (t)||dt = /ftt (1, 1)||dt = f/ w1t = %

2. La curva ¢ data da ¢(t) = (¢,t?), quindi ¢'(¢) = (1,2t), da cui

1
/f /ftt2 ¢’ (t)||dt = /t3\/1+4t2dt —+—.
0

24 120

3. Si ha che

/2 ¢
/ fds = / %dt = [zaurctamsent]g/2 =T
@ o 1-+sen®t 4
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4. Si ha che

1

7 21v5 3 n2

/deZ/(\/HT:c?JerQ) L+ dade = 5 + 3\{— arc;zn _
® 0

5. Si ottiene che

2 2
/fds:/ x2|\(1,2z+1/z)|\dz:/ zvV 4zt 4 52?2 + 1dx =
7] 1 1

1

= (—52@ +148v/85 + 91n(13 + 4v/10) — 9 In(37 + 4\/%))

6. La curva in questione & data da () = (e?” cos ), e?Ysen?), e quindi I'integrale diventa

0
1
ds = ' 0/Bdy = ——.
/@f /m 25

7. Si ha che

2

/de:/ tent
(7] 1

e? 4

1

= Vatdt = £ .
/1 2

senlnt coslnt 1
(— , ,—) dt
t t t

8. Si ottiene

12

T ™ 1 4 23/271
/fds:/ t\/1+4t2:/ VT R G kit
%) 0 0

Soluzione 7.4

1. Dalla definizione di integrale curvilineo per campi vettoriali, si ottiene

2m 27
/ F- d§':/ F(p(t)) - ¢'(t)dt = / F(cost,sent) - (—sent, cost)dt
@ 0 0

2m
:/ (sen?t + cos® t)dt = 2.
0

2. Si ottiene

F(cost,sent,0) - (—sent, cost,0)dt

/F-dé’
@

(2cost,2sent + 1,3) - (—sent, cost,0)dt = 0.

27
/0

27
/0
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3. Si ottiene

fr

F(cost,sent,t) - (—sent, cost, 1)dt

( 2cost 2sent 2t

(= 1
1+t2’1+t2+ ’1+t2+3) (—sent, cost, 1)dt

Il
\\\
/\

2t
3+cost+ )dt—67r+ln(1+47r)

Soluzione 7.5 Notiamo che

0 0
_FQ(zay) - _Fl(xvy) = 07

rotF(x,y) = o 3y

quindi il campo & irrotazionale e definito su tutto R?; quindi F' & conservativo ed ammette
quindi un potenziale U. Tale potenziale ¢ determinato dalle condizioni

0] 0 2
—U = —U =—
52U (@) =y, 99 (@) = 5

si ottiene cosi il potenziale

z? Y

Uz,y) = - te

Dato che il campo & conservativo, il lavoro del campo lungo la curva sara determinato dai
valori del potenziale nei punti estremi della curva, cioe

3

/Fd§: U(r(m)) — Ur(0)) = U (7r, g) —U(0,0) = %

T

Soluzione 7.6 Calcoliamo il rotore dei due campi dati;

0 0
_FQ(zay) - _Fl(xvy) = 17

rotF(x,y) = o oy

quindi F non e irrotazionale e quindi non puo essere conservativo. Per il secondo campo
abbiamo che

rotG(z,y) = 0,

e quindi G ¢ irrotazionale. Il dominio di G & dato da

E={(z,y) €R* 1z # 0,y # 0},

che ¢ unione di quattro aperti connessi e semplicemente connessi (i quattro quadranti del
piano cartesiano). Quindi G & conservativo su ognuno dei quattro quadranti e il potenziale
e dato da

U —_ — _ Z
(z,y) y O

con ¢ costante che puo assumere valori differenti su ogni componente connessa.
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Soluzione 7.7 Possiamo calcolare 'integrale passando alle coordinate polari

2 V2 3
/ 22 dxdy = / dﬂ/ 0% cos® 9dp = —.
E 0 1 4

Se vogliamo usare il Teorema della divergenza, dobbiamo cercare un campo F per cui
divF(z,y) = 2%

possiamo quindi considerare il campo F(z,y) = (0, 2%y) (cosi come si potrebbero considerare
i campi (23/3,0) o (23/6,2%y/2)). Il bordo dell'insieme E viene quindi parametrizzato dalle
due curve

r1(t) = V2(cost, sent), ro(t) = (cost, —sent),

con t € [0,2n]. La scelta delle curve & stata fatta in modo che il bordo esterno di F venga
percorso in senso antiorario, mentre quello interno in senso orario. Otteniamo quindi che

27
/ F-fhg= F(V/2cost,V2sent) - (V2 cost, v/2sent)dt+
OF 0

2
+ F(cost,—sent) - (— cost, sent)dt
0

27
%/0 sen?(2t)dt = ?%T

Soluzione 7.8 Possiamo parametrizzare il bordo di [0, 1]? mediante le quattro curve, tutte
definite in [0, 1],
rl(t) = (t’ 0)’ Tg(t) = (Lt)a Tg(t) = (1 —t, 1),7‘4(t) = (Oa 1- t)

Le curve sono parametrizzate in modo che la circuitazione avvenga in senso antiorario; si
ottiene che

1 1
/ng:/ F(t,0)~(1,0)dt:/ (0,¢) - (1,0)dt =0,
™1 0 0
mentre su 7o
1 1
/Fd§:/ F(l,t)~(0,1)dt:/ (t*,1)-(0,1)dt = 1,
T2 0 0
€ ancora su rs

/ Fdé‘:/lF(l—t,l)-(—l,O)dt:—/1(1,t)-(1,0)dt:—1,
r3 0 0

ed infine su r4

/ngz/lF(O,l—t)-(O,—l)dt:—/1((1—t)2,0)-(0,1)dt:0.
T4 0 0

Sommando si ottiene che, denotando con r la curva somma delle quattro curve date,

%Fdé’zo.
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Se vogliamo usare il Teorema di Stokes, cioe la formula

%Fdé': / rotF(x, y)dzdy,
r [0,1]2

notiamo che

B B)
rotF(x,y) = ng(fc,y) - a—yﬂ(ﬂﬁ,y) =1-2y,

e quindi

1 1
/ rotF(z, y)dzdy = / dw/ (1 —2y)dy = 0.
[0,1]2 0 0

Si noti che in questo caso la circuitazione € nulla anche se il campo non & conservativo.

Soluzione 7.9 Abbiamo che
divF(z,y,z) = 4z + cosy + 2,2622, rotF(z,y,z) = (0,0,0),
quindi il campo F' e irrotazionale ma non solenoidale, mentre
divG(z,y, z) = —cos z, rotG(z,y, z) = (e — xsenz,y — ye*, —cos z — z),

quindi G non & né irrotazionale né solenoidale.

Soluzione 7.10 Abbiamo quanto segue;
1. per il primo campo,
rotF(z,y,z) = (1, —ze®, 1),

quindi la condizione necessaria affinche il campo sia conservativo non e verificata,
quindi il campo non puo essere conservativo e di conseguenza non pud ammettere
potenziale;

2. per il secondo campo,
rotF(z,y,z) = (0,0,0),

quindi F ¢ irrotazionale e dato che il suo dominio & tutto R? e quindi semplicemente
connesso, F' & conservativo;

3. per il terzo e ultimo campo,
rotF(z,y,z) = (0,0,0),

quindi anche questo campo & irrotazionale e definito su tutto R?, quindi conservativo.

Soluzione 7.11 Per il calcolo dell’area della regione E racchiusa dall’astroide utilizziamo
la formula

/ divF(z,y)dzdy = /F~ﬁd’y
E

~
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dove v = OF e n é la normale a 7 uscente da FE. Per semplicitd, prendiamo come F il campo
con divergenza 1 dato da F(z,y) = (x,0); se utilizziamo la paremetrizzazione r data nel
testo, la normale uscente dall’insieme sard data da

_ (3sin’tcost,3cos? tsint)
~ ||(3sin®t cost, 3 cos? tsint)]|’

n(t)
da cui, tenuto conto che ||7(¢t)|| = ||7'(¢)|],

27
Area(E) = / (cos®t,0) - (3sin?t cost, 3 cos® tsint)dt
0

2 2
3 1 2t 3
:/ 3sin?t cos? tdt = = / sin?(2t) 14 cos(2t) dt = =8
) A 2 8

Soluzione 7.12 Per il calcolo dell’area abbiamo bisogno di determinare r4(t, s) x ts(t, s);
si trova che
ri(t,s) X rs(t, s) = (sens, — cos s, t),

da cui

2m 1

Area(s) / re(t, s) xra(t, )| dtds = / ds/ V1T 2dt = 7(V3+In(1+V3)).
[0,1]x[0,27] 0 0

Soluzione 7.13 1l rotore del campo dato é rotF(z,y,z) = (—1,1,—1) e la superficie data

é il grafico
Z:VR2_$2_y2a (:an)ED:{wQ—’—yQSRQ};

il flusso sarad quindi dato da

B(rotF, %) = /

P

T Yy
= — + — 1| dzd :—/dacd
/D( \/R2—$2—y2 \/R2—$2—y2 ) Y D Y

= — Area(D) = —7R”.

rotF - fixd® = / (-1,1,-1)- (=Vyg(z,y),1)dzdy
D

Il conto si pué anche effettuare applicando il Teorema di Stokes, cioé

/rotF~ﬁdE:/F~d§,
Py vy

dove v é la curva che descrive il bordo di ¥, con orientazione indotta dall’orientazione di X.
Siccome ¥ é orientata con la normale verso ’alto, v € la circonferenza di raggio R contenuta
nel piano z = 0 orientata in senso antiorario, cioé parametrizzata dalla solita funzione

r(t) = (Rcost, Rsint,0).

Otteniamo quindi che

2
/F -ds = F(Rcost,Rsint,0) - (—Rsint, Rcost,0)dt
o 0

27
=— / RZ%sintdt = —wR2.
0
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Soluzione 7.14 La superficie ¥ ¢ il grafico della funzione g(z,y) = 1 — 22 — y? sul dominio
D = {2? + y? < 1} (si ricava dalla condizione z > 0); per il calcolo del flusso, possiamo
quindi utilizzare la parametrizzazione cartesiana (z,y,g(x,y)) e, non essendo specificata
Iorientazione di X, scegliamo 'orientazione per la quale vy punti verso 1’alto. Troveremo
quindi che

P(F,Y) =/ F(z,y,9(z,y)) - (=Vg(z,y),1)dvdy
D
=/ (zy,zy, 1 — 2% — y°) - (22, 2y, 1)dzdy
D
:/ (1 — 2% — y*)dxdy
D

2
:27T/ (1 - 0*)odo =~
0

[\

Soluzione 7.15 Il flusso puo essere calcolato in due modi; il primo € mediante la definizione
1
O(F,%) = / F - fxds = /(z,y,z) : E(x,y,z)dE = RArea(X) = 47 R?,
b b

dove si € tenuto conto che il vettore

1
ﬁZ(-Ta Y, Z) = E(‘Ta Y, Z)
descrive il versore normale a ¥ nel punto (z,y, z) € ¥ in quanto ||(z,y, z)|| = R. 1l secondo

metodo e utilizzare il Teorema della divergenza e scrivere
O(F,Y) = / divF(x,y, 2)dzdydz = 3Vol(Br(0)) = 4w R?
Br(0)
in quanto divF(x,y,z) = 3.

Soluzione 7.16 Calcoliamo il flusso usando la definizione (in questo caso, la superficie ¥
non ¢ un bordo di un insieme, quindi non possiamo usare il Teorema della divergenza);

(F,%) = / F - figdy.
)

Come normale alla superficie ¥, in quanto quest’ultima e contenuta nel piano y = a, possia-
mo prendere iix (2, y, z) = (0, 1,0); in questo modo stiamo considerando la parametrizzazione

r(z,2) = (v,a,2), 2’42 <R

L’integrale di superficie diventa quindi

k 27 R
o(F,¥) :/ 1 ad = kqa/ dﬂ/ —2 __dp
{z2+422<R2} 22 + 22 4+ a2 0 0 /a2 + o2

a
=2mkq (]l - — | .
q< va2+R2>
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Soluzione 7.17 Anche in questo caso, la superficie non ¢ il bordo di un insieme e quindi
utilizziamo direttamente la definizione di flusso:

1 1
B(F.3) = [ (2 -0) oy 2)aS = 5 [ (ot yz - oz
5 R R Js

Per il calcolo di quest’ultimo integrale, possiamo passare alle coordinate sferiche oppure
vedere ¥ come il grafico della funzione z = g(z,y) = \/R? — 22 — y?; utilizzeremo questo
secondo approccio.

B(F,%) =~

R
— R2 — 22 2 —————— __dxd
R /{I2+y2<R2} (yac + (y :C) * Y ) /RQ _ .’L'2 _ y2 ray

ry
= —  ty—a|drdy=0
/{z2+y2§R2} (\/ R2 — 22 — y2 )

in quanto le funzioni da integrare sono dispari sia rispetto ad x che rispetto a y.

Il conto precedente poteva essere semplificato come segue; se & vero che X non & il bordo
di un insieme, & perd vero che & parte del bordo dell’insieme E = {2? +y?+ 2% = R? 2 > 0};
I'atra parte del bordo di E ¢ costituito dalla superficie S = {22 + y? < R?, 2 = 0}, e quindi
dal teorema della divergenza

/ F.-pdY = / divF(x,y, z)dzdydz = 0
Yus E

in quanto divF = 0, e quindi, tenendo presente che S e contenuta nel piano z = 0 e che
(0,0,1) & un vettore normale ad S ma entrante in F (e non uscente), se ne deduce che

O(FY) = / F-(0,0,1)dzdy = f/ xdxdy = 0.
S S

Soluzione 7.18 Possiamo calcolare l'integrale pit semplicemente utilizzando il Teorema
della divergenza, in quanto

O(F,Y) :/ divF(x,y, z)drdydz = Vol(E) = ThR?
E
in quanto divF = 1. Verifichiamo tale identita calcolando l'integrale di superficie dividento
Y =31 UX9 U3 con
S ={2?+y?=R%0<z2<h}, Dy={a?+y*<R%2=0}

Y3 = {2 +y* < R* z=h}.

Su ¥ utilizzeremo il campo fiy; = %(m, y,0), mentre su 3 il campo 7y, = (0,0, —1) e infine
su X3 il campo 7y = (0,0, 1). Otteniamo quindi che

1
<1>(F,2):/E F-E(x,y,O)dE—i—/E F-(o,o,—1)z+/ F-(0,0,1)ds

33
1
=— (x27y2)d27/ deJr/ zdY
R Y PP 33

27 h
= / dd / (R? cos® ¥ — R?sen®d)dt + thR? = thR?.
0 0
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Per il calcolo dell’integrale su 3; abbiamo utilizzato la parametrizzazione
r(¥,t) = (Rcosd, Rsend, t), ¥ € [0,2m),t € [0, A,

per la quale si ha che ||ry X ¢ = R.
Soluzione 7.19 Se si considera il cammino chiuso 7(t) = (cost,sint), si ottiene che

/F~d§:27r,
.

e quindi il campo risulta non essere conservativo. Otteniamo pero che rotF = 0, quindi F
ammette potenziale locale U; per calcolare tale potenziale bisogna risolvere il sistema

o _ Yy
or  x24+y2?
w_
oy  x2+y?

che ha per soluzione, integrando la prima rispetto a x e sostituendo nella seconda, la funzione

U(z,y) = — arctan (E) +c.
Y

Il campo ammette quindi potenziale locale, ma il dominio & dato da R? \ {0} che non &
semplicemente connesso; per rendere il campo conservativo, dovremmo rendere il dominio
semplicemente connesso, cosa che puo essere fatta se consideriamo ad esempio il dominio

R?\ {(z,0) € R* : 2 < 0}.

Soluzione 7.20 Notare che il dominio del campo & dato da

R*\ {(z,y):x =00y =—z},

che & semplicemente connesso anche se non connesso. Quindi per vedere se il campo &
conservativo basta e serve che si abbia rotF' = 0, cosa facilmente verificata. Per trovare il
potenziale U, bisogna risolvere il sistema

oU 2z +y

ox (22 4 xy)?/3

W_ T
9y~ @ tayh Y

che ammette per soluzione la funzione
Uz,y) = 3(” +2y)* + 4 + ¢

con la costante ¢ che puo assumere valori diversi su ogni componente connessa.
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Soluzione 7.21 Si noti che preso il cammino chiuso v(t) = (cost,sint, 0) si ha

/F-d§:27r,
.

e quindi il campo non & conservativo. Pero si ha che rotF = 0, e quindi il campo ammette
potenzile locale, che si ricava essere

x
U(z,y,2) = zIn(x? + y?) — arctan <—> +ec.
Y
Soluzione 7.22 Il dominio ¢ semplicemente connesso e rotF’ = 0, quindi il campo &
conservativo. Il potenziale infine & dato dalla funzione

U(z,y,2) =In(2® + 9> +2°) +y + 32 +c

Soluzione 7.23 L’integrale che si vuole calcolare e l'integrale della funzione

z+y2
1+4(2? +y?)

f(x’y7z) =

sulla superficie, data come grafico della funzione

z=g(z,y) =2 -y

sul dominio
D ={(x,y) € R? | 22 +y? > 1,22+ 42 < 4}.

Usando quindi la definizione di integrale superficiale, si ottiene che

d¥ = 1+ [|Vy(z,y)|Pdedy = /1 + 4(2* + y?)dwdy,

da cui

= 1+ 4(22? + y2)dzdy
1+ 422 +y?) D \/1+4(22 4+ y?) ( )

7

2

= xodxdy = —7.
/D 4

Soluzione 7.24 La superficie sulla quale si vuole calcolare l'integrale ¢ dato dal grafico
della funzione

2 2 2 2
/ Z24y a5 T Yy +y
b

z=g(z,y) = 2% +y?
con (z,y) € D ={(x,y) e R? | 22 +9y? —y <0, y >1/2, x > 0}. Quindi otteniamo che

d¥ = /14 ||Vg(z,y)|ldedy = /1 + 4(x? + y?)dzdy

e l'integrale di superficie diventa quindi

1
1+ 4(2? + y?)dedy = / zdrdy = —.
5 24

o v
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Soluzione 7.25 Per calcolare il flusso di tale campo si pud procedere in due modi, o scri-
vendo l'integrale di superficie, oppure cercare di applicare il Teorema della divergenza in R3.
Lasciamo il primo caso come esercizio e vediamo come procedere nel secondo caso. Per poter
applicare il Teorema dalla divergenza dobbiamo avere a che fare con superfici chiuse, quindi,
siccome nel nostro caso abbiamo solo ’emisfero superiore E della sfera x2 +y?+22 = 16, dob-
biamo prima di tutto chiudere tale superficie; il modo piu semplice per fare cio € considerare
I'insieme
S = {(x,y,0) € R® : 2? + y* < 16}.
A questo punto abbiamo che, se
A={(z,y,2) €R?: 2> 0,2° +y* + 2* < 16},

allora 0A = E'U S e quindi

/ F-vd¥ :/ F-vdy = / divFdxdydz.
EUS A A

Quindi, dato che divF =0,
/F'VdEZ*/F'Z/dZ.
E S

Ma su S si ha che F(z,y,0) = (z3,0,322), v = (0,0, —1) e d¥ = dxdy, quindi

/ F-vdy = —/ 3z2drdy = —192m;
S r2+9y2<16

in definitiva abbiamo trovato che

/ F - vdo = 1927.
E

Soluzione 7.26 Utilizzando il Teorema della divergenza, tenendo presente che
divF(z,y,2) = 2z + 2,

otteniamo che

/ F-vdy = /dide:cdydz
arT T

1 l1—zx l—z—y 5
= / dx/ dy/ (2x + 2)dz = —.
0 0 0 12

Per controllare che tale risultato sia giusto, si potrebbe calcolare 'integrale di superficie del
campo vettoriale F'.

Soluzione 7.27 Notiamo anzitutto che il campo dato ha la proprieta che divF (z,y,z) =0
per ogni (z,y, 2) € R3\ {(0,0,0)}. Questo vuol dire che se T' & un qualsiasi dominio che non
contiene 'origine, si ha che

F-vd¥ =0.
orT
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A questo punto, se ¥ = JA ¢ una qualsiasi superficie chiusa che contiene al suo interno
l’origine, non possiamo concludere che il flusso sia nullo in quanto la singolarita del campo
F' cade proprio nella porzione di spazio racchiusa dalla superficie X. Siccome 'origine & un
punto interno a X, esistera un raggio R tale che la palla Br(0) & tutta contenuta all’interno
di ¥ consideriamo quindi la porzione di spazio T' = A\ Br(0), abbiamo che 9T = XUJBR(0)
e a questo punto l'origine non & piu all’interno di 7', quindi

0:/dide$dydz:/F-udE—/ F-vd¥
T b 9BRr(0)

dove il segno meno nell’ultimo integrale tiene conto che v & la normale esterna alla palla
Bgr(0) che perd rappresenta in tali punti la normale entrante nella regione T'. Quindi

/F-udZ:/ Fvds;
b)) OBRr(0)

su OBr(0) abbiamo che il campo si scrive

(z,y,2)
RS

Fx,y,2) =
mentre la normale uscente da Bg(0) si scrive come

(‘T’y’z)

V(:C)y’z) = R

Per calcolare I'integrale utilizziamo le coordinate polari e tenendo presente che
d¥ = R%senpdpd?,

otteniamo che )
us s 1
/ F-vdy = / d(p/ —ZRQSengodﬂ =A4m.
dBRr(0) 0 o IR

Soluzione 7.28 Notiamo anzitutto che divF = 0, quindi possiamo provare ad applicare
il Teorema della divergenza; per fare questo dobbiamo considerare una superficie chiusa,
dobbiamo cioe chiudere la superficie data. Per fare questo possiamo ad esempio considerare

la superficie
S ={(x,y,4) e R®: 2% +9* < 4}.

Se poniamo
A={(z,y,2) eR?:0< 2z < 4,2% +¢* <4}

abbiamo che 0A = S U X, e quindi dalla condizione divF = 0 si ricava che

/F-udZ:—/F-udZ.
b S

Ma su S la normale uscente & data dal vettore (0,0,1) e d¥ = dxdy, quindi

/ F-vdy = / 23ydxdy = 0.
b z2+4y2<4
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Soluzione 7.29 La superficie ¥ puo essere parametrizzata da
r(t,s) = (t COS 8§, —=sens, sens) , (t,s) €[0,1] x [0, 27];
\f V2

con tale parametrizzazione troviamo che

ro(ty8) X 1oL, 5) = (0,—%, %) .

rotF(x,y, 2) = (—2,0,0),

Abbiamo inoltre che

e quindi troviamo che

t t
/ rotF - ixdy = / (—2,0,0) - (0, -, —) dtds = 0.
b [0,1]x[0,27] 2 V2

Utilizziamo ora la formula

/ rotF - fisdy = FdS:
> ote

una parametrizzazione con giusta orientazione di 97X ¢ data da

r(t) = (cost —sent, sent) t €[0,27].

Va2

Otteniamo quindi che

27
Fds = / F <cost ——sent, sent) (sent cost, cos t> dt
ém 0 V2 V2 V2 f

= /27r (\/ﬁsent cost + Lsent cost — Lsent) (sent L cost L cos t> dt
0 ’ v2 o V2 V2 V2

2m
:\/5/ (cos® t — sen’t)dt = 0.
0

Soluzione 7.30 Con un conto diretto troviamo che

Af(x,y,z) =divV f(z,y, z)
=div(8zy cos(yz), 4x% cos(yz) — dax?yzsin(yz), —4x?y? sin(yz))
=(8y — 4x?yz? — 42°y>) cos(yz) — 8z’ 2z sin(yz),

mentre per il campo F' si ha che
rotF(z,y,z) =0, divF(z,y,z) = 4x + cosy + 2ze%
Soluzione 7.31 Per il campo dato si verifica che
rotF(x,y,z) = (—1,1 — ze?,0),

quindi la condizione necessaria affinche il campo sia conservativo non e verificata, quindi il
campo non puo essere conservativo e di conseguenza non puo ammettere potenziale.
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Soluzione 7.32 La superficie ¥ ¢ il grafico della funzione g(z,y) = 1 — 22 — y? sul dominio
D = {2? + y? < 1} (si ricava dalla condizione z > 0); per il calcolo del flusso, possiamo
quindi utilizzare la parametrizzazione cartesiana (z,y, g(x,y)) e, non essendo specificata
Iorientazione di X, scegliamo 'orientazione per la quale vy punti verso ’alto. Troveremo
quindi che

B(F,3) = / F(z,y,9(x,9)) - (~Vg(z,y), )dedy
D

:/ (zy,zy,1 —2® —y?) - (22, 2y, 1)dzdy
D

:/ (22Y + 22y + 1 — 2% — y?)dady = / (1 — 2% — y?)dzdy
D D

2
:27T/ (1 — 0*)odo = T
0 2

Soluzione 7.33 Per il calcolo dell’area della regione E racchiusa dall’astroide utilizziamo
la formula
/ divF(z,y)dzdy = /F~ﬁd’y
E vy
dove v = OF e n é la normale a y uscente da E. Per semplicitd, prendiamo come F il campo
con divergenza 1 dato da F(z,y) = (x,0); se utilizziamo la paremetrizzazione r data nel
testo, la normale uscente dall’insieme sard data da

(3sin®t cost, 3 cos? tsint)

- l|(3sin? ¢ cost, 3 cos? tsint)]|’

n(t)
da cui, tenuto conto che ||2(t)|| = |7/ (t)]],

27
Area(E) = / (cos®t,0) - (3sin?t cost, 3 cos® tsint)dt
0

2 2
3 1 2t 3
:/ 3sin®t cos? tdt = = / sin?(2t) 1+ cos(2t) dt = 28
A A 2 8

Soluzione 7.34 1l rotore del campo dato é rotF(z,y,z) = (—1,1,—1) e la superficie data

é il grafico
Z:\/R27'rziy25 (I,y)GD:{$2+y2§R2},

il flusso sara quindi dato da

D(rotF,¥) = /

P

Z Y
= — + —1|dxedy = f/ dzdy
/D( VR —22—y2  \/R?2— 22—y ) D

= — Area(D) = —TR2.

rotF - nypd® = / (-1,1,-1)- (—=Vyg(z,y), 1)dzdy
D

Il conto si pud anche effettuare applicando il Teorema di Stokes, cioé

/rotF~ﬁdE:/F~d§,
Py vy
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dove v ¢é la curva che descrive il bordo di ¥, con orientazione indotta dall’orientazione di 3.
Siccome ¥ é orientata con la normale verso ’alto, 7 é la circonferenza di raggio R contenuta
nel piano z = 0 orientata in senso antiorario, cioé parametrizzata dalla solita funzione

r(t) = (Rcost, Rsint,0).

Otteniamo quindi che
2
/F . d§':/ F(Rcost, Rsint,0) - (—Rsint, Rcost,0)dt
vy 0

27
= / RZsin?tdt = —wR2.
0

Soluzione 7.35 La curva r & una curva chiusa, quindi ’esercizio chiede di calcolare la
circuitazione di F' lungo la curva, che e data da

27
/F cds= [ PE@) @)t
r 0
2
:/ (0,v2sint + 2cost, 2 cost + v/2sint) - (—2sint, V2 cost, V2 cost)dt
0

=47/2.

Se ne deduce quindi che il campo F' non e conservativo in quanto la circuitazione non &

nulla.

Soluzione 7.36 La superficie ¢ un mezzo paraboloide (vedere Figura 7.1). Per il calcolo

Figura 7.1:

dell’area, notiamo che
r¢(t,8) x 75(t, 8) = (cos s,sin s,2t) x (—tsins,tcoss,0) = (—2t* cos s, —2t*sin s, t),

da cui

||rt(t78) X rs(t73)|| =tv1+ 42

L’area della superficie ¢ quindi data da

1 T
Area(s) = [3| :/ dt/ tV/1+ 4t2ds = %(5\/5—1).
0 0
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Figura 7.2:

Soluzione 7.37 La superficie data & il grafico della funzione g(z,y) = xy sul dominio
D={(z,y) eR*: 2% +y* < 1,0 <y < xV3}.

Tale superficie e rappresentata in Figura 7.2. Quindi l'integrale di superficie & dato da

/ zd% =/ 9(@,y)V1+ Vg(z, y)|*dzdy = / zyy/1+ 4a? + 4y?
b D D

25v5 +1

/3 1
= dv 3 cos¥sin/1 + 4p2do =
/0 /0 ©0° COSV SIn + 4p“do 320

Soluzione 7.38 La superficie e rappresentata in Figura 7.3; si nota che ¥ non & chiusa e
quindi non possiamo eventualmente applicare il Teorema della divergenza, a meno di non
aggiungere a X altre superfici per ottenere il bordo di un insieme. Applichiamo quindi la
definizione di flusso; sfruttiamo la seguente parametrizzazione di %

r(t,s) = (cost,sint,s), (t,s) € D ={(t,s) € R*:tc[0,7],0<s<sint}.
Otteniamo quindi che
ri(t,s) x r5(t,s) = (—sint, cost,0) x (0,0,1) = (cost,sint,0),

da cui
O(F,\Y) :/ F - fxds = / F(r(t,s)) - ri(t, s) x rs(t, s)dtds
by D

T sint
:/ dt/ (0,sinte™ “5*0) - (cost,sint, 0)ds
0 0

T sint ™ 1
:/ dt/ sin? te” “tds = / sin® te™ St dt = / (1 —2%)e "dr = 4e™ .
0 0 0 —1
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Figura 7.3:



