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Capitolo 2

Curve

Esercizio 2.1 Scrivere i versori tangenti delle seguenti curve piane:

1. r(t) = (t —2,t +sent), t € R;

2. r(t) = (te',In(1 + t)), t € (—1,+00) (si scriva quindi la retta tangente e ortogonale al
sostegno della curva in (0,0) e si calcoli la curvatura della curva in tale punto);

3. r(t) = (rcost,rsent), t € R;

4. r(t) = (t|t],t — cost), t € R;
Esercizio 2.2 Scrivere I’equazione della retta tangente alle seguenti curve nei punti indicati:

L or(t) = (¢3,3) in (1,1);
2. ¢(t) = (sent, 7 —t) in (0,0);
3. ¢(t) = (sentcost — t,cos? t + —L=) in (=3, 1);

4. r(t) = (t, %, %) in (1,1,1).

Esercizio 2.3 Studiare le seguenti curve parametrizzate, descrivendone le principali pro-
prieta e calcolandone la lunghezza:

Lor:[=1,1] = R2% o(t)

(t, [t);
(t2,6%);

(1 — cost+ (2 — t)sent,sent + (2 — t) cost);

2.7 [—1,1] = R?, o(t)
3.1 :[-2,8] = R? o(t)

Esercizio 2.4 Calcolare la lunghezza delle seguenti curve cartesiane del piano:
1. y=Inz, z € [3/4,4/3];
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18 CAPITOLO 2. CURVE

2. y=In<*L z e 1,2

er—1"

3.x=¢eY, yel,2];

4. y = (a®/3 — 2?/3)3/2 2 € [0, d] (asteroide);
5.y=3+Inz, ze (8 5]

Esercizio 2.5 Calcolare le lunghezze delle seguenti curve piane in coordinate polari espli-
cite;

1. 9 =2a(1 + cos?), ¥ € [—m,n] (cardioide);
2. 0=ae’, ¥ €[0,7/6] (spirale Archimedea);
3. 0=129¢[0,3/2];

4. o= asen®(2), ¥ € [0, 2]

Esercizio 2.6 Dire se le due curve r: [0,2] - R? e 7: [-1,1] — R?

r(t) = (t — 1,2t — 1?), 7(s) = (sv/2 — 5,1 — 5?)

sono equivalenti; in caso, determinarne la lunghezza, la curvatura e la normale principale in
ogni punto.

Esercizio 2.7 Si determini la curvatura della curvatura r : R — R2,

r(t) = (arctant,t).

Esercizio 2.8 Si studino le principali proprieta della curva parametrizzata in coordinate
polari da

=2t
{§:t2 ’ tE[O,Q\/TT]

Se ne determini in particolare la lunghezza.

Esercizio 2.9 Studiare le proprieta principali, calcolandone la lunghezza, della cicloide,
dell’epicicloide e dell’emicicloide, cio delle curve ¢ : [0,47] — R? definite da

©(t) = (Rt — rsent, R — rcost)

conr =R, r < R ed r > R rispettivamente.

Esercizio 2.10 Si consideri il folium di Cartesio r : (—oo, +00) — R?
r(t) = (t(t — 1), ¢t — 1)(2t — 1));

dopo averne discusso le principali proprieta, tra cui la regolarita, si scrivano le equazioni
delle rette tangente e normale al sostegno della curva in r(1/4).
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Esercizio 2.11 Dato l'asteroide r : [0, 27r] — R?,
r(t) = (cos® t,sin’ t),

si calcoli il parametro d’arco s(t) per t € [0,7/2] e per t € [7/2,7]. Si riparametrizzi quindi
la curva usando tale parametro, cioé si definisca ¢(s) = (s(t)) := r(t) e si verifichi che
ll¥'(s)]] = 1. Si dimostri inoltre che la curva é regolare a tratti ma non regolare. Si calcoli
infine la curvatura dell’asteroide usando sia la parametrizzazione p, che la parametrizzazione
T

Esercizio 2.12 Si studino le principali proprieta della spirale definita in coordinate polari
da g : [0,27] — [0, +00),
o(?) =¥;

si determini quindi la sua lunghezza e la sua curvatura.

Esercizio 2.13 Calcolare le lunghezze delle curve nello spazio definite da:

L ¢:[0,2] = R, o(t) = (t,°/V2,£°/3);

2. ¢:[0,2], p(t) = (t,3t%/2,3t°/2);

3. ¢ :10,7/2], ¢(t) = (tcost,tsent,t);

4. ¢ [-m/2,7/2] = R3, o(t) = (<22 cos?t, sen’t)
5. la curva definita da

y = a?
3z =2zy
e congiungente il punto (0,0,0) al punto (2,4, 8/3);
6. ¢ :[0,1] = R?, o(t) = (e*,2¢",1);

7.9 [0,1] - R3, o(t) = (3t3,26%,2t — 1).

Calcolare infine ’angolo tra le ultime due curve nel punto (1,2,0), 'ascissa curvilinea e i
versori della terna intrinseca.

Esercizio 2.14 Si consideri la curva parametrizzata r : [1,+00) — R? definita da
1 . )
r(t) = t—2(smt, cost,1);

studiarne le proprieta, calcolarne lunghezza e curvatura e determinare raggio e centro del
cerchio osculatore per ¢t = 2.

Esercizio 2.15 Calcolare per la curva
o(t) = (et cost, et sint, v2e?)

Pascissa curvilinea s(t) a partire dal punto ¢ = 0 e riscrivere l'equazione della curva assu-
mendo come parametro s. Calcolare quindi la terna intrinseca e provare che formano angoli
costanti con ’asse z.



20 CAPITOLO 2. CURVE

Esercizio 2.16 Si calcoli la curvatura della spirale cilindrica r : [0, 27] — R3
r(t) = (cost,sint,t).
Esercizio 2.17 Trovare un raccordo regolare tra le due curve r : (—o0,0] — R3 e 7 :
[1,4+00) — R? definite da
Esercizio 2.18 (Problema Isodiametrico) Dimostrare che tra tutte le curve chiuse di

diametro 2, la circonferenza & quella che racchiude una regione di area massima (si tenga
presente che per un insieme A C R", si definisce il diametro tramite

diamA = sup ||z — vy
z,y€A

Suggerimento: si osservi prima di tutto che conviene che I'insieme sia convesso per rac-
chiudere area maggiore, e quindi si ponga il sistema di coordinate in un punto della curva
con un asse tangente alla curva e uno perpendicolare, e calcolare quindi I’area usando le
coordinate polari.

2.1 Soluzioni

Soluzione 2.1

1. Calcoliamo la derivata della curva;

P (t) = (1,1+cost),  ||F'@®)] =2+ 2cost+ cos?t

da cui si ottiene che il versore tangente ¢ dato da

1

Fo(t) =
®) V2 + 2cost + cos? t

(1,14 cost).

In particolare, per t = 7/2, la curva passa per il punto (7/2 —2,7/24 1) ed ha in tale

punto versore tangente
. (77') V2 V2
l=z)=—,— 1.
2 22

2. Si ottiene

ett+1)4+1
t+1

o= () Iel-

da cui

1 1
7o (t) = L+ (et(t—l—l),—).
et +1)4+1 t+1
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In particolare, per ¢t = 0, la curva passa per il punto (0,0) ed ha in tale punto versore

tangente
w0 (2.2)

La retta tangente sara quindi parametrizzata da

2 /2
2 2 |

(0,0) + t7,.(0) = (

che in forma cartesiana ¢ data da

Y=
la retta ortogonale € invece determinata dall’equazione

727"(0) : (xvy) = 07

che equivale a scrivere

y=—x.
Per la curvatura, possiamo pensare alla curva come ad una curva in R? ponendo

r(t) = (te', In(1 +1t),0);
usando il fatto che
P = (@, —=0), 0= (11,0,
14+1¢

mentre

r(t) = ((et(2 +1), ﬁ,o) , 7 (0) = (2,—1,0),

possiamo quindi usare per la curvatura la formula

PO <) 3v2
BO="or T

3. Si ottiene
r'(t) = (—rsent,r cost), Ir" @& =r
da cui
7.(t) = (—sent, cost).
4. Si ottiene per t # 0
t2

r'(t) = <|t| + Ik 1+ sent> = (2]¢t|,1 + sent), [ ()] = V1 + 4t + sen?t + 2sent

da cui
1

T(t) =
() V1 + 4t2 + sen?t + 2sent
L’espressione precedente I’abbiamo ricavata per ¢ # 0, ma si nota che le funzioni otte-

nute sono continue anche in ¢t = 0 e quindi sono valide per ogni ¢t € R. In particolare,
per t = , la curva passa per il punto (72,7 + 1) ed ha in tale punto versore tangente

(2|t], 1 + sent).

(m) = <¢1iﬂ4w2’ \/1—7|—r47r2) '
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Soluzione 2.2

1. La curva passa nel punto indicato per ¢ = 1. Inoltre,
' (t) = (2t, 3t?)
e quindi la retta tangente, in forma parametrica, &€ data da
r(t) =r(1) +¢'(1) = (1,1) + (2,3) = (2t + 1,3t + 1).

In forma cartesiana, tale retta e individuata dall’equazione

2. La curva passa nel punto indicato per t = 7. Inoltre,
¢'(t) = (cost,—1)
e quindi la retta tangente, in forma parametrica, &€ data da
F(t) = () + ' () = (0,0) +H(~1,—1) = (—t, ).
In forma cartesiana, tale retta ¢ individuata dall’equazione
Yy = x.

3. La curva passa nel punto indicato per ¢ = 7. Inoltre,

t
o(t) = (2 cos?t — 2, —2 costsent — c052 )
sen<t

e quindi la retta tangente, in forma parametrica, ¢ data da
7r 7r T T
t) = (—) / ’(—) - (f—,1) #(—2,0) = (—21&— —,1) .
rt)=¢(5) +t¢' (5 50 1) +1(=2,0) 5
In forma cartesiana, tale retta € individuata dall’equazione
y=1.

4. La curva passa nel punto indicato per ¢ = 1. Inoltre,

r(t) = (1,215,—%)

e quindi la retta tangente, in forma parametrica, ¢ data da
r(t) =r(1)+¢'(1) = (1,1,1) + ¢(1,2,-3) = (¢t + 1,2t + 1, -3t + 1).

In forma cartesiana, tale retta € individuata dalle equazioni

y=2z—-1
z=4— 3.
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Soluzione 2.3

1. La curva data € una curva semplice, non chiusa e non regolare in quanto non derivabile
per t = 0; si noti che non puo neanche esistere una riparametrizzazione della curva che
la renda regolare in quanto non esiste un versore tangente al sostegno della curva nel
punto (0, 0) (si veda Figura 2.1). Per vedere meglio questo fatto, possiamo considerare
il versore tangente, che & dato da

%(1,—1) t€[-1,0)

L1 te(1].

Dato che tale versore e discontinuo per ¢ = 0, se ne deduce che la curva non e regolare.
E pero regolare a tratti in quanto regolare in [—1,0] e [0,1]. La sua lunghezza & data
da

7r(t) =

(1= [ 11 = [ 11 V3di — 23,

Si noti infine che la curvatura € nulla in quanto r”(t) = 0 per ¢ # 0, mentre in 0 la
derivata seconda non esiste (a meno di non considerare i limiti destro e sinistro per
t—0).

2. La curva ¢ semplice, non chiusa e non regolare in quanto ¢ = 0 si ha r/(0) = 0; anche
in questo caso, non esistendo un versore tangente al sostegno nel punto (0, 0) (si veda
sempre la Figura 2.1), non potra esistere una riparametrizzazione che la rende una
curva regolare. Per vedere meglio questo, basta scrivere il versore tangente

r(t)

1
= = 2t, 3t?),
ol - pvaroE et

7 (t)

notando che
lim 7.(t) = (-1,0), lim 7.(t) = (1,0).
t—0+

t—0—

La curva e pero regolare a tratti e la sua lunghezza e data da

1 1 1
emPLmz/Hmwﬁ:/|mM+Wﬁ=;/mM+Wﬁ
-1 -1

0
2
== (13V13 — 8).
57 (13V13 - 8)

L’accelerazione scalare sara data da
2t(2 + 9t2)
a(t) =r"(t) - 7.(t) = ———=.
0 (®) -7 (1) |t|V/4 + 9¢2

La curvatura si pué determinare dalla relazione

6t
t) = ——(—3t,2
4 + 9t2( ) )7
da cui, tenendo conto che v?(t) = t2v/4 + 92,
6

ke(t) = ——-.
tv4 + 9t2
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3. La curva ¢ semplice (non facile da verificare ma si veda la figura 2.1), non & chiusa e
non e regolare. Per la regolarita, si nota che

r'(t) = (2 — t)(cost, sent),

da cui
(cost,—sent) set <2

(1) = ——(cost, —sent) —
" 12— cost, mSem) = (—cost,sent) set > 2.

Si nota quindi la non continuita del vettore tangente per ¢ = 2. E regolare a tratti e
la sua lunghezza ¢ data da

8

8
o(r, [72,8]):/ ||((2—t)cost,—(2—t)sent)Hdt:/2|2—t|dt

_9 _

/2(2t)dt+/28(t2)dt26.

-2

Scrivendo
r"’(t) = (— cost,sent) — (2 — t)(sent, cost),
si ricava subito che
(t) 2—t
a(lt) = ——
21’
mentre dalla formula

0% () ke ()0 () = 7" (t) — a(t)7(t) = —(2 — t)(sent, cost),

si ricava che

1

fl) =

mentre

P(t) = —(sent,cost) set <2
1 (sent, cost) set> 2.

Soluzione 2.4
1. La curva che stiamo considerando ¢ data dalla funzione ¢ : [3/4,4/3] — R?

p(z) = (2, Inz);

quindi siccome

troviamo che

413 /4/3 VITZ, 5 3

1(p,[3/4,4/3 :/ o' (z)||dx = dr = — +1n—.
e = [l = [ a =

2 .
Ponendo v(z) = Y= troviamo anche che
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(a) (b) (c)

Figura 2.1: Sostegni delle curve (¢, |t|), (t%,%), e (1 — cost + (2 — t)sent,sent + (2 — t) cos t).

¢ = (0-%).

e quindi, dalla relazione

Inoltre, dato che

ne ricaviamo che a(z) =

1
PEN e

v*(@)k(z) Ny (2) = " (2) — a(x)T,(2),
se ne deduce che

1 3 V1426
(2) = —=(2", -1 g
v V14 26

2. Una parametrizzazione ¢ data da ¢ : [1,2] — R?

et +1
t)=|(t1l ;
o) = (15T ):

la curva e regolare, semplice e non chiusa con

K%DJD[2<1dlﬂénd@u1»Hﬁ

] (et —1)?
2 2t
et +1 9

3. Una parametrizzazione ¢ data da ¢ : [1,2] — R?

p(t) = (e',1)

ma anche da 1 : [e, e?] — R?

P(t) = (¢, Int).
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26

In ogni caso si vede che la curva e semplice, regolare non chiusa con

2 et
1
lw,u,z]):/ ¢1+e2tdt=/ Yt
1 e2 S

2

1+et
:/ 727— dr
14e2 (T _1)
val 1-1v1 241
=V1+et—V1+e2+In te tet .
Vitet+1vV1+e2-1

4. La curva e semplice, regolare e non chiusa, con parametrizzazione data ad esempio da

¢ :[0,a] — R?
(t, (a2/3 - t2/3)3/2);

o(t) =
avendosi

o(1) = (17 _t71/3(a2/3 _ t2/3)1/2)
la sua lunghezza sara data da

I(, [0, a)) :/ \/1+t*2/3(a2/3 7t2/3)dt:a1/3/ =34t = Za.
0 0 2

18 51 2
2—,%]%}1@‘

ot

5. Possiamo parametrizzare la curva con ¢ : |

ottenendo quindi

La lunghezza della curva data risultera quindi data da

51 2
18 51 25 3 1
= ) = 1 T4z
(o lmm]) =, e (Gre)

31 127 3In2

:2—0 + In 1—7 + 5
Soluzione 2.5
1. Possiamo applicare la formula
G2
U, [U1,92]) = o(0)? + ¢/ (9)%dd
Y1

per ottenere che
W, [—m, 7)) =2a V(1 + cos¥)? + sen29dd) = 4av/2 cos Edﬂ

—T —T
T

:8a\/§ {seng} = 16a\/§.
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2. Possiamo calcolare direttamente la lunghezza della curva dalla formula
/6
1(e,]0,7/6]) :a\/§/ eVdy = av/2(e™% - 1).
0

3. Si ottiene che

3/2 3/2
1(p, [0, g]) = VOt + 402d0 :/ V4 + 92d9
0 0
_6
24’

4. Abbiamo che

(o)=L

Soluzione 2.6 Le due curve date sono equivalenti se e solo se esiste una applicazione « :
[—1,1] — [0, 2] biiettiva con o/(t) # 0 per cui

7(s) = r(a(s)),

(5v2 — 5,1 — 5%) = (a(s) — 1, /2a(s) — a(s)?);

guardando la prima componente si ottiene che la mappa « deve essere
a(s) =14 52 — s;
se pero si inserisce tale funzione nella seconda componente si nota che non vale I'identita
1 — 5% =+/2a(s) — as)?,

quindi le due curve non sono equivalenti.

L’esercizio chiedeva di proseguire nel caso fossero state equivalenti; procediamo in ogni
caso, almeno nei punti che si riscono a risolvere. Per la prima curva troviamo che

= (L) )= !

2 — 12 ||:\/2t—t2:\/1—(t—1)2’

#(s) = ( 4—3s 25> (5] = 16 — 245 + 415 — 1653
= oy ) - =)

Per la prima curva possiamo calcolare il parametro d’arco

mentre

dr = arcsin(t — 1) + g,

t 1
s(t) = / !
-1 \/1—(7'—1)2
da cui il fatto che la lunghezza della curva ¢ data da

L(r,[-1,1]) = s(1) = 7.
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Inoltre la riparametrizzazione in lunghezza d’arco, scrivendo ¢ = 1 + sin(s — 7/2), diventa

7 : [0, 7] — R?
7(s) = (Sin (S - 5),005 (s - 5)) = (— cos s,sin s);

la curva quindi non & altro che un arco di circonferenza di raggio 1. Il versore tangente sara
dato da

7#(s) = (sin s, cos s),
mentre la normale principale sara data da

fip(8) = (cos s, —sin 8)

ed infine la curvatura sard costante kr(s) = 1.

Per la seconda curva, il calcolo della lunghezza sara difficile e quindi la scartiamo;
analogamente sara caomplicato scrivere la normale principale e quindi anche questo lo
trascuriamo. Pero possiamo calcolare la curvatura utilizzando la formula

) <)
O = e

dove per poter applicare tale formula dobbiamo pensare alla curva come ad una curva nello
spazio

7(s) = (svV2 — 5,1 —5%,0).
In questo modo si trova che

8(4—s)

/{;,:(S) = 3 °
(16 — 245 + 4152 — 1653) 3

In realta l'intenzione dell’esercizio era altra e molto piu semplice, ma un errore di
trascrizione ha reso I’esercizio molto piu complicato. La curva 7 avrebbe dovuto essere

7(s) = (vV/s(2—s),1—s);

in questo modo le due curve sarebbero state equivalenti e quindi bastava completare i calcoli
per la funzione r e dedurre gli stessi risultati per 7.

Soluzione 2.7 La curva data ¢ una curva cartesiana rispetto alla x, nel senso che possiamo
scrivere x = f(y), con
f(t) = arctant.

Possiamo quindi utilizzare la seguente formula per la curvatura delle curve cartesiane;

oL 2+
(1+f’(t)2)3/2 B (2 + 2t2 +t4)3/2'

k(t) =

Soluzione 2.8 La curva in coordiante cartesiane diventa

r(t) = (2t cos(t?), 2t sin(t?)), t € [0,2v/7.
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Tale curva e semplice, non chiusa; per la regolarita, calcoliamo la derivata
' (t) = 2(cos(t?),sin(t?)) + 4t%(— sin(t?), cos(t?)),

da cui
17 ()] =2V 1 + 4t4.

Quindi la curva & pure regolare. Per calcolarne la lunghezza, dobbiamo calcolare il seguente
integrale

2v7
I(r,[0,2y/7]) =2 V1 + 4ttdt.
0
Questo purtroppo € un integrale che non si riesce a calcolare con calcoli diretti; puo essere

calcolato in termini di funzioni ipergeometriche o in modo approssimato con programmi
numerici. Rimandiamo a tal proposito al seguente sito

http://www.wolframalpha.com/

Soluzione 2.9 Le curve che dobbiamo studiare sono rappresentate in Figura 2.2. Noi

(a) (b) (c)

Figura 2.2: Sostegni delle cicloidi con R=1er=1,r =3 e r = 3 rispettivamente.

considereremo qui solo il caso r = R, lasciando gli altri due casi come esercizio. La curva
¢ semplice, regolare a tratti (per ¢ = 27 si ha uno spigolo) non chiusa e la sua lunghezza &
data da

47 47 47
1, [0, 47]) :/ |\<p’(t)||dt:R/ (1 = cost,sent)|dt = B | V2= Zcostdt
0 0 0
47
:2Rx/§/
0

sen%‘ dt = 16RV?2

Soluzione 2.10 La funzione data & una curva in quanto le funzioni t2 —t e 2¢3 — 3t2 +¢ che
definiscono le componenti della funzione r sono continue; sono anche funzioni derivabili con
derivata continua, da cui si deduce che r & di classe C!. Per studiarne la regolarita come
curva scriviamo

() = (2t — 1,6t> — 6t + 1);

la prima componente di tale derivata si annulla unicamente per ¢ = 1/2, ma in corrispon-
denza di tale valore di ¢ la seconda componente vale —1/2, quindi la condizione r/(t) # 0
& sempre verificata, cioé la curva e regolare. Per dimostrare che la curva & semplice, pos-
siamo sia disegnare il sostegno della curva e rendersi conto che la curva non e semplice. La
dimostrazione analitica di questo fatto passa pero per lo studio di

T(tl) = T(ﬁg), ti,to € R.
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Se tale identita e verificata se e solo se t; = t9, allora la curva sara semplice, altrimenti se
esistono due diversi tempi t; # t5 che la verificano, allora avremo violato Uiniettivita della
funzione r. Si tratta quindi di studiare il sistema di equazioni

12—t =13 —t3
2t3 — 312 + t; = 2t3 — 3t3 + to.

La prima equazione ¢ equivalente a (t; — t2)(t; + t2 — 1) = 0; una soluzione sard quindi
ovviamente t; = tg, che possiamo scartare. Consideriamo quindi il caso t; +t; = 1; la
seconda equazione ¢ equivalente a (t1 — t2)(2(t3 + t1ta + t3) — 3(t1 + t2) + 1) = 0 che ha
ancora per soluzione t1 = t9 che scartiamo. Ponendo t; +t5 = 1 si ricava quindi I’equazione

ta—ty=0
che ha come soluzione t3 = 0 e t; = 1, con corrispondenti valori di t; =1 e t; = 0. Questo

vuol dire che r(0) = r(1), cio¢ la curva non & semplice.

La curva non é chiusa; la definizione di curva chiusa & stata data per curve definite su
intervalli chiusi e limitati, mentre nel nostro caso I = R. Si potrebbe estendere la definizione
di curva chiusa chiamando a = inf I e b = sup I (finiti o infiniti che siano) e verificare se

(2.1) lim r(t) = }igll)r(t),

t—a

se i due limiti sopra esistono e definiscono un elemento di R™ (si potrebbe dimostrare che se
cio accade, allora la curva puo essere riparametrizzata su di un intervallo chiuso e limitato
in modo da definire una curva chiusa). Nel nostro caso perd si nota che prendendo le
componenti 79 si ha che

lim ry(t) = —o0, lim ro(t) = 400,
t——o0 t——+o0

quindi la (2.1) non vale.

La retta tangente alla curva nel punto r(1/4) sard data in forma parametrica da

s = (- ) (- b = (55

Per scrivere tale retta in forma cartesiana, basta ricavare il parametro ¢ dalle equazioni

3t
16 2
3t
V=3 s
per ottenere ’equazione
x 9
V=1

Per la retta normale si procede in modo analogo, considerando 1’equazione parametrica

GRS PO S S B
16 32 8 2/ 16 832 2
che in coordinate cartesiane diventa

21
y=—4r— —.
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Soluzione 2.11 Per calcolare il parametro d’arco o ascissa curvilinea, consideriamo
r'(t) = 3sint cost(—sint, cost)

e calacoliamo v(t) = ||r'(¢)|| = 3|sint| - | cost|. Abbiamo quindi che per ¢ € [0, 7/2]
¢
: 3 .
s(t) = 3/ sin T cos Tdr = 5 sin t.
0
Se invece consideriamo t € /2, 7], si trova che

t /2 t
s(t) :3/ |sinT]| - | cosT|dr :3/ SinTCOSTdT—3/ sin 7 cos Tdr
0 0 0
3
=3 — "sin’t.
5 Sin

Se vogliamo riparametrizzare la curva usando ’ascissa curvilinea, dobbiamo ricavarci ¢ in
funzione di s; nel caso in cui t € [0, /2], abbiamo che s € [0,3/2] e quindi abbiamo che

3 ., . 2s
s = B sin”“ ¢ se e solo se t = arcsin ?

Nel caso invece in cui t € [7/2, 7], abbiamo che s € [3/2, 3]; quindi non possiamo considerare
direttamente la funzione arcsin in quanto ¢ non appartiene all’intervallo di invertibilita della
funzione sin. Ma se scriviamo sint¢ = sin(7 — ¢), possiamo quindi ricavare che

3 / 2
s:3—§sin2t se e solo se t = m — arcsin 2—;.

La curva riparametrizzata diventa quindi ¢ : [0,3] — R?,

1

(3 —95)3/2_(25)3/2 s
VAGREDRRICORS €[0,3/2]

p(s) = r(t(s)) = .
——(—(25 —3)%2,(6 — 25)%/%) s€[3/2,3]
3\/5( ( )75 ( )*%) 3/2,3]

Verifichiamo la condizione ||¢’(s)|| = 1; per s € (0,3/2), abbiamo

Hs) = L3 95\ /2 (95)1/2) — T (s
¢'(s) \/5( (3—25)7/7,(25) /%) = T, (s)

ed ¢ facile la verifica che tale vettore ha norma 1. Notiamo inoltre che

(2.2) m ¢'(s) = (0,1).

Infine, per s € (3/2, s) otteniamo
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si nota quindi che

(2.3) lim ¢'(s) = (0,-1).

s—3/2t

Si osserva quindi che ¢’(s) non puo essere esteso in s = 3/2 in modo da ottenere una funzione
continua, quindi la curva e regolare ma non regolare a tratti.

Calcoliamo infine la curvatura di ¢; la calcoliamo solo per s € (0,3/2), in quanto per gli
altri valori di s la si potra dedurre da ragionamenti di simmetria. Abbiamo che

Y 1 1 1
¢'(s) = 73(7mv—z—s)’

da cui
1

Si noti che la curvatura tende a 400 per s — 0 e s — 3/2, da cui il fatto che il raggio di
curvatura tende a 0 in tali punti. Il versore normale alla curva sara in ultimo dato da

(V2s,/3 = 2s).

ko (s) = lle" (s)ll =

N«p(s) = %

Per calcolare la curvatura dell’asteroide usando la parametrizzazione r (considereremo
t € [0,7/2]), utilizziamo la formula

r(t) = a(t)T,(t) + v* (ke ()N (1),

dove a(t) = v'(t) con v(t) = ||7/(t)||. Abbiamo gia calcolato v(t) che per t € [0,7/2] vale
3sint cost; derivando la quantita r/(t) = 3sint cost(— sint, cost) si ottiene

M (2 a2 . B .
r"(t) = (3 — 6sin“t) (—sint,cost) 4+ 3sint cost (— cost, —sint),

a(t) T, (t) vk (1) Ne(t)

da cui il fatto che,
1

~ 3sintcost

ke (t)

si ottiene che k(1) = ky(s).

Si noti infine che ponendo ¢ = arcsin 4/ %,

Soluzione 2.12 La curva che in coordinate polari & definita da o(¢) = ¥, ¢ € [0, 27|
definisce una curva 7 : [0, 27] — R?
r(¢) = (Y cosd, ¥ sin ).

Tale curva & di classe C!, non chiusa e semplice; queste ultime due proprietd si possono
ricavare dal fatto che ¥ — ||r(¢)]| & una funzione strettamente monotona crescente. Per la
regolarita, consideriamo

7’ (9) = (cos ¥ — I sind, sind + 9 cos V),
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da cui ||7'(9)|| = V1 + 92 > 0; quindi la curva & regolare. La sua lunghezza, tenendo conto
del cambio di variabili z = /1 + 92 — 9, sara data da

27 1 2 2
1 1- 1
I(r, [0, 27]) = 1+192d19:—/ (r+——)" *
0 2 Jyiramm—2n 2z x

1
=3 log(2m + \/471'2 +1)+ 71'\/47r2 + 1.

Per calcolare la curvatura, scriviamo v(d) = v/1 + 92, a(¥) = o'(¥) = 111192 e

T, (9) = (cos ¥ — ¥ sin ¥, sind} + 9 cos ).

1
V1492
Ricaviamo la curvatura quindi dalla formula

v(9)?kr ()N (9) =" (9) — a(9) T, (V)
07 +2 1

= (—sin® — ¥ cos ¥, cos ¥ — ¥ sin1d),
V14+92 V1492

N, (9)
da cui )
9e+2
kr(¥) = ————.
(%) (1 +92)3/2

Soluzione 2.13

1. La curva data e semplice, regolare e non chiusa e la sua lunghezza ¢ data da
2 2 2
1(¢,[0,2]) :/ (1, 6v/2,¢%)||dt = / V142t + t2dt = / (1+t)dt = 4.
0 0 0

2. La curva e semplice, regolare e non chiusa e la sua lunghezza ¢ data da

2 2 81 2 9
l(%[O,?]):/ ||(1,3t,9t2/2)|\dt=/ \/1+9t2+zt4dt:/ (§t2+1) dt = 14.
0 0 0

3. La curva e semplice, regolare e non chiusa e la sua lunghezza e data da

s

1(p,[0,7/2] :/2 [l(cost — tsent,sent + t cost, 1)||dt = /2 V2 + 2dt
0

0

™ ™
=—+/8+ 72 + arcsenh | —
8 (Ni )
4. La curva data e semplice, regolare a tratti e non chiusa e la sua lunghezza ¢ data da
/2 /2
o, [-7/2,7/2]) = V' 10|sent cos t|dt = 2\/10/ sent cos tdt = V10.
0

—m/2
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5. La curva che stiamo considerando pud essere espressa dalla funzione ¢ : [0,2] — R3

data da )
t)y=(tt*=t°
o) = (.30,

che & una curva semplice, regolare e non chiusa. Quindi si ottiene che ¢'(t) =
(1,2t,2t?), da cui

2 ) 22
I(p,[0,2]) = / (1+2t%)dt = —
O 3
6. L’ascissa curvilinea & data

¢
s(t) = / VAeAT £ 4e2m 4 ldr =¥ 4t — 1,
0

e quindi
I(p,[0,1]) = 5(1) = €.

7. L’ascissa curvilinea ¢ data da
t
s(t) = / 1672 + 167 + 4d7 = 2t* + 2t,
0

da cui
1(p,[0,1]) = s(1) = 4.

Indichiamo ora con ¢ la curva del punto 6. e con ¢ quella del punto 7. Per calcolare ’angolo
6 tra le due curve nel punto (1,2,0), bisogna prima di tutto calcolare i valori di ¢ e s per i
quali ¢(t) = @(s) = (1,2,0), e poi sfruttare la formula

(' (), &' (s)) = &' ()] - |&'(5)] cos B,
Si trova che ¢ = 0 mentre s = 1, da cui
cosf =1,

cioé § = 0; questo si pud ricavare direttamente osservando che ¢'(1) = 2¢/(0), ciot i due
vettori sono paralleli e con lo stesso verso.

Per quanto riguarda ’ultimo punto dell’esercizio, serve dare la nozione di terna intrinseca.
Con essa si intende un sistema di riferimento ortonormale individuato dalla curva stessa e
denominato anche Terna di Frenet. Il primo elemento di tale base ¢ individuato dal versore
tangente; il secondo ¢ individuato dalla derivata rispetto all’ascissa curvilinea del versore
tangente; infatti, si nota che il vettore -7, (s) ¢ ortogonale a T,(s). Il modulo di tale
derivata e la curvatura della curva, mentre il suo versore indica il secondo versore della base
intrineca, cioe si ha

d
ET[P(S) = k(s)Ny(s)

con k(s) curvatura della curva. La terna intrinseca viene quindi completata da un terzo
versore B,(s), detto anche binormale alla curva, in modo tale che T,,, N, e B, sia un
sistema ortonormale sinistrorso, cio¢ B, = T, A N, con A prodotto vettoriale.
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Tornando all’esercizio, calcoliamo la terna intrinseca solo per la curva del punto 6.,
lasciando il punto 7. come esercizio; abbiamo calcolato I'ascissa curvilinea s(t) = e?* +
t — 1. Per calcolare la terna intrinseca, riparametrizziamo la curva per lunghezza d’arco,
consideriamo cioe la curva 1 : [0, e?] — R3, 9(s) = 1 (s(t)) = o(t). Il versore tangente sara

dato da p 0 .
_ LA & _ o2t 9pt
mentre
ST) = 7T (s(0)

—_

B d 2e2t 2¢et 1
T 2e2t 4 1dt \ 22t + 1722t + 1722t + 1

1
:m(462t, 2€t — 4€3t, 74€2t).
e
La curvatura ¢ quindi data da
2¢et
ky(t) = m——
‘P( ) (26215 + 1)2

mentre

N,

o(t) = m@et, 1 — 2% —2¢).

La terna intrinseca viene completata dalla binormale

1

Bg,(t) = T«p(t) /\Nsa(t) = W

(—3e% — 1,4e% 4 2¢t, —2e1 — 2¢21).

Soluzione 2.14 La curva ¢ una curva semplice, non chiusa con

2 1
r'(t) = —t—g(sint,cost, 1)+ t_z(COSt’ —sint, 0),

e quindi

o) = I (o)) = Yo

Quindi la curva e regolare e per calcolare la sua lunghezza dobbiamo calcolare

TVBEE 3 V2l(2v2+43)

I(r,[1, +00)) :/1 it = :

Per il calcolo della curvatura, possiamo utilizzare la seguente formula;

) <ol
MO = R

Siccome

6 4 1
' (t) = t—4(sint, cost, 1) — t_3(COS t,—sint,0) + t—Q(f sint, — cost, 0),
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2 2 1
7" (t) x r'(t) = —(—sint, — cost, 1) + —(cost, —sint, 0) + t_4(0’0’ 1),

16 o

da cui

3 4+ 82 + 8
2.4 k(t) = \/ )
(2:4) (*) 12438 12438

Per ¢t = 2 troviamo che

_2V2VT
-5

da cui il raggio del cerchio osculatore che ¢ dato da

3v/3
22T

k(2)

Per calcolare il centro del cerchio osculatore ci serve determinare il versore normale 7,.(2).

Dalla formula

K0 () (1) = 1 (1) — ey

si ricava ancora la formula (2.4) per la curvatura e

- (t) =

(t3 + 6t) ( - 2t2 + 8
Cgint_ 2
V(2 + 8)(t1 + 82 + 8) 3 4 6t

da cui

. _ 5
AN NN

cost,—cost + w———sint

22 +8 . 2t )
3 + 6t "3+ 6t/

( 2~ ¥ eos2 2+4w
— S1n 2 — — COS — COS -, = .
5 <% 55

Per la coordinata del centro del cerchio osculatore usiamo la formula

1
(20, Y0, 20) = 7(2) + 0r(2)71(2) ——(—MmQ—Gmﬂ;4am2+Mm15)

14

Soluzione 2.15 Calcoliamo ’ascissa curvilinea:

s(t) = /0 I/ (7)[dr = 2¢t — 2.

Quindi per poter riscrivere la curva in funzione di s, bisogna ricavarsi ¢ e sostituire, cioe

s+ 2 s+ 2 . s+ 2
o(s) = cosln | —— | ,sinln
2 2 2

»ﬁ)

Provare a verificare che |¢/(s)| = 1; per calcolare la terna intrinseca, il versore tangente &
dato dalla velocita della curva normalizzata in modo da avere norma 1, cioe

1
Ty(t) = §(cost — sint, cost + sint, v/2)
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se si utilizza la parametrizzazione in t, mentre se si passa alla variabile s e quindi alla
riparametrizzazione dell curva ¥ (s) = ¥ (s(t)) = p(t), si ha

1 2 2 2 2
Ty(s) = 3 (cosln (%) —sinln (%) ,cosIn (%) + sinln (%) ,\/5) .

Si noti che il versore normale altro non ¢ che

ds
che, come si puo facilmente notare, & parallelo alla velocita della curva ed ha norma 1; si
noti infatti che ,
dip(s) _ de(t) di _ ¢'(t)
ds dt ds |l @)’
Per quanto riguarda il versore normale, siccome [Ty (s)| = 1 per ogni s, allora se si calcola
la derivata, non cambiando il modulo, si ottiene sempre e solo la variazione del verso di

tale vettore, e tale variazione ¢ ortogonale a T, stesso. Quindi ha senso definire il versore
normale come tale derivata, normalizzata in modo da avere norma 1. Quindi, in definitiva:

1 2 2 2 2
Ny(s) = 7 (—Cosln (%) —sinln (%) ,cosln (8—; ) — sinln (%) ,0) .

La binormale By, & semplicemente il versore normale ad entrambi i versori precedenti ed in

modo tale che (T, Ny, By) formino una terna sinistrorsa (come la terna cartesiana (i, 7, k)).
Quindi si trova che

1 2 2 2 2
By(s) = 7 (cosln (S; ) —sinln (%) ,cosln (S—; ) +sinln (%) ,0) .

Infine 'angolo con l'asse z & dato dai prodotti scalari

Tw(s) : (ana 1) =

1
7
Ny(s)-(0,0,1) = 0
By(s)-(0,0,1) = f%

che non dipendono da s.

Soluzione 2.16 Calcoliamo le derivate della funzione r:
r'(t) = (—sint, cost, 1), r"’(t) = (- cost, —sint,0).

Quindi v(t) = ||’ (t)|| = V2 da cui a(t) = v/(t) = 0. La derivata seconda si decompone
quindi come

1" () = v* (t)ky () No (1),
da cui il fatto che N,.(t) = (— cost, —sint,0) e
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Soluzione 2.17 Stiamo cercando una funzione 7 : [0, 1] — R3 per la quale
#(0) =r(0) = (0,0,0),  #(1) =7(1) =(0,1,1),
#(0) =r'(0) = (1,0,0), (1) =7(1) = (-1,0,-1),

ki (0) = kr(0) =0, ka(1) = ka(1) = 0.
(

Scr'ivendo 7(t) = (a(t),b(t),c(t)) e sfruttando il fatto che [|#'(0)|| = ||#'(1)|| = 1, possiamo
o 2 160 % (@00 1), 2)
0= FOF |

che per t =0 e t = 1 diventano

ki (0) = (0, =<"(0), 0" (O))I,  ka(1) = [|(B"(1), ¢" (1) = a”(1), 6" (D).

Otteniamo quindi sedici condizioni, sei che contengono la sola b con le sue derivate, quattro
che contengono la sola a con le sue derivate, cinque che contengono la sola ¢ con le sue
derivate e una data da a”(1) = ¢”(1). Possiamo quindi cercare b come polinomio di quinto
grado, e per simmetria, a e ¢ come polinomi di grado quattro. Risolvendo le varie condizioni
si trova che il raccordo e dato dalla curva

F(t) = (t — 9t? + 16t> — 8t*,10t> — 15t + 6t°, 5¢3 — 4t).

Soluzione 2.18 Data una curva chiusa v : [0,1] — R?, una prima osservazione da fare &
che se v racchiude una regione di area massima, allora tale regione deve essere convessa (se
non lo fosse, se cioe ci fosse una regione di non convessita, si potrebbe ’tappare’ tale regione
convessificando I'insieme, operazione che aumenterebbe ’area della regione senza aumentare
il diametro dell’insieme). Quindi, se la regione & convessa, ogni punto della curva vede ogni
altro punto della curva stessa; possiamo quindi porre un sistema di coordinate centrate in
un punto O della curva stessa in cui I’asse y € tangente alla curva e ’asse x € perpendicolare
alla curva, diretto verso l'interno della curva. Scrivendo quindi la curva in coordinate polari
centrate in tale punto O, otterremmo

r = pcosf

y = psinf

con 6 € [—7/2,7/2] e a 0 fissato, il raggio p varia tra 0 e un certo raggio (). Otteniamo
quindi per 'area il seguente risultato

/2 re(®) "2 g2
/ / ododf = / 2(0)” 4o,
7/2J0 —m/2 2
A questo punto notiamo che possiamo restringere I'integrale a 6 € [0,7/2], se oltre a o(6)?
consideriamo anche o( — 7/2)2, e notare infine che o(#) e o(f — 7/2) sono i due cateti di

un triangolo rettangolo la cui ipotenusa ha estremi che stanno sulla curva, e quindi la sua
lunghezza & minore del diametro dell’insieme, cioe

0(0)* + 0(0 — 7/2) < (diam(7))?* < 4.

In definitiva, troviamo che

A(vy) <,

e quest’ultimo altro non & che I'area del cerchio di diametro 2.



