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Introduzione

Gli esercizi risolti di seguito sono stati assegnati alle prove scritte del Corso di Analisi Matematica I,
Corso di Laurea in Ingegneria Civile e Ambientale, durante gli anni 2002—2008. Lo scopo di questa
raccolta ¢ dunque quello di permettere allo studente di verificare il livello della sua preparazione in
vista dell’esame, non tanto quello di proporre un libro organico di esercizi; per questi, si veda la
lista riportata in bibliografia.

Numerosi grafici completano le risoluzioni; la grandezza delle figure ¢ stata ridotta al minimo
per questione di spazio.

Ringraziamo Stefano D’Angelo per averci segnalato alcuni errori ed imprecisioni in una versione
precedente.

Ferrara, 16 settembre 2015

Andrea Corli, Alessia Ascanelli
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Capitolo 1

Nozioni preliminari

1.1 Fattoriali e binomiali
1.1.1 Calcolare

(o) &

3! 4l
5!

_|_

n+1)!
n

1?2

n-nl’

(d)

Risposta.

(a) 210;
6
(b) 5:
1
(0 —
(d) (n—1)..
1.1.2 Calcolare

(a) < 181 )

Risposta.
(a) 165;
(b) 35;
(c) 190;
(d) 120.

1.2 Progressioni

1.2.1 Calcolare

(a) Y e
k=0



- 1
(log3)k

(b)

k=0

Risposta. Basta applicare la formula Zq" =

en+1 _ 1

)

(log3)"** — 1
() (log3)"(log3 — 1)
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1— qn+1

T , valida per q # 1.

k=0

1.3 Massimi, minimi, estremo superiore e inferiore

1.3.1 Dire se i seguenti insiemi hanno massimo o minimo e, in caso affermativo, calcolarli:

1.3.2

1.3.3

a

A= (=3,1]U(0,2], B = (—00,1] N1, +c0)
1)U [2,3), B = (—00,3) N[2,4)

(¢) A= (—00,3|N(—1,400), B=[1,3]U(2,4)
(d) A= (—o00,1)U(1,+00), B=10,4]N(0,3).

(a) A=(
(b) A=10
)
)

Risposta. Si ha:

(a) max A =2, min A non esiste; max B =min B = 1;

(b) max A non esiste, min A = 0; max B non esiste, min B = 2;

(c) max A =3, min A non esiste; max B non esiste, min B = 1;

(d) non esistono max A, min A, max B, min B.

Dire se i seguenti insiemi hanno massimo o minimo e, in caso affermativo, calcolarli:

(a) A={2"%; n=1,2..}
(b)
)
)

(C C:{_ﬁ7n:172,}
(d) D={Z5;n=12,...}.

Risposta. Si ha:

(a) min A non esiste, max A = 4;

B={ne ™ n=12,...}

(b) min B non esiste, max B = 1/e;

(¢) minC = —1/2, maxC non esiste;

(d) min D =1, max D non esiste.

Disegnare sommariamente nel piano gli insiemi riportati qui sotto; trovarne poi estremo
superiore, inferiore, massimo e minimo (se esistono).

A

B

D

{(n,v/n); n=1,2,3,...}

1
{(n,2n>; nO,l,Q,...}
{(n,1—1>; n:1,2,3,...}
n
{(n,n>; n:1,2,3,...} .
n+1

Risposta. Vedi Figura 1.1. Si ha: supA = 400, inf A = min A = 1, max A non esiste poiché A
non & superiormente limitato; sup B = 0, inf B = min B = —1, max B non esiste pur essendo B
superiormente limitato; supC = maxC = 0, inf C' = —1, minC non esiste; supD = 1, inf D =

min D = 1/2, max D non esiste.



1.3. MASSIMI, MINIMI, ESTREMO SUPERIORE E INFERIORE
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Figura 1.1: Vedi Esercizio 1.3.3.
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Capitolo 2

Successioni

2.1 Definizioni e proprieta

2.1.1 Dire se le seguenti proprieta delle successioni {a,}, n > 1, sono vere (o false) definitivamente,
motivando la risposta:

Risposta.
(a) Falsa, ma non definitivamente perché per ogni m dispari la successione {an} assume valori
negativi mentre per ogni n pari assume valori positivi;

(b) falsa, ma non definitivamente perché per ogni n dispari la successione {an} assume valori
negativi mentre per ogni n pari assume valori positivi;

. ) -1 . )
(¢) wvera per tutti gli n € N, in quanto a, <0 se n < 1, condizione sempre soddisfatta;

1
(d) vera per tutti gli n € N, in quanto 10Y/™ > 1 equivale a = > 0.
n

2.1.2 Dire se le seguenti proprieta delle successioni {b, }, n > 1, sono vere (o false) definitivamente,
motivando la risposta; specificare esplicitamente da quale naturale n la proprieta diventa vera
(o falsa):

100
bn =3" z—;
(3 !
(b) b, =3 —logn < 0;
(¢) b, =2"—100 > 0;
)

(d) b, =e™ —100 < 0.
Risposta.
100 100
(a) Definitivamente vera: 3" > 5 sen > log, o5 cioé sen > 3;

(b) definitivamente vera: logn > 3 sen > e, cioé sen > 21;
¢) definitivamente vera: deve essere n > log, 100, cioé n > 7;
2

(d) definitivamente falsa: €" < 100 se n < 4, percio la proprieta ¢ falsa per n > 5.

2.1.3 Sia € > 0; dire se € vero che vale definitivamente

(&) T3 <
n

b 1-—

()1+n< €
1

(C) m < €.
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Risposta.

(a) Vero: basta chen > /1 — 1.

(b) Falso: la disuguaglianza vale solo semn < X —1.

(c) Vero: basta che n > (L —1)°.
2.1.4 Provare, utilizzando la definizione di limite, che

(a) lim log <1 + 1> =0
n

n— o0
. 1
(b) nlggo 1—n2 0

(¢) lim 2Y/" =1

n— oo

(d) lim log (Vn+1) = 400 .

n—o0

Risposta.

(a) Dato € > 0 si deve verificare che

1
log (1—!— 7)‘ < € definitivamente, ovvero per n > N.
n

1 1
Risolvendo log (1 + 7) <€ ossia 1+ = < e, si ottienen > (e —1)"' = N.
n n

L 1
< € definitivamente, ovvero o1 <esen>N.
n

1
(b) Verifichiamo che per ogni e > 0 ¢ ) 2 _

Si ottiene n > e~ 1 +1=N.

(c) Sia e > 0; si deve verificare che |2/™ —1| < € sen > N. Siccome 2Y/™ —1 > 0 per ogni n, basta
risolvere 2Y/™ < e 4+ 1, da cui n > (logy(e +1))~' = N.

(d) Dato M > 0, si deve provare che log (v/n+ 1) > M definitivamente. Risolvendo /n+1 > e
si ottiene n > (eM —1)> = N.

2.1.5 Calcolare, usando la definizione di limite:

(a) lim (n—/n)

n—oo

(b) lim (n —n?).

n—oo
Risposta.

(a) Si halim, e (n—+/n) = +00; infatti, dato M > 0, la disuguaglianza n—+/n > M ¢ soddisfatta
per n > (Hi V12+4M)2.

(b) Si ha lim, oo (n —n?) = —oo; infatti, dato M > 0, la disuguaglianza n —n> < —M ¢ verificata

14+IF4M
per n > Yot

2.1.6 Provare che la successione a,, = n? + n diverge a +oo usando la definizione stessa di limite.
Risposta. Dato M > 0, si deve provare che an > M definitivamente. Risolvendo la disequazione di

~1+VIHAM
=N

secondo grado n? +n — M > 0 si ottiene n >

2.1.7 Sia {a,} una successione. Dire se & vero o falso (motivando la risposta) che

(a) {an} limitata = {a,} ha limite;
(b) lim a, =1, a, > 1 per ognin = 10> 1;

)

) n— o0

(¢) an < aps1 per ogni n = {a,} ha limite;
)

(d) ant1 < a, per ogni n = lim a, = —oc.
n—roo

Risposta.
(a) Falso. La successione a, = (—1)" ¢ limitata tra —1 ed 1, ma non ha limite.
1
(b) Falso. La successione an =1+ — ¢ tale che an > 1 per ogni n, ma il suo limite vale I = 1.
n

(c) Vero. Ogni successione monotona crescente ammette limite.



2.1. DEFINIZIONI E PROPRIETA 7

. 1 . o
(d) Falso. La successione a, = — & monotona decrescente ma il suo limite vale zero.
n

2.1.8 Provare che le seguenti successioni {a,} non hanno limite; trovare per ognuna di esse una
successione {b,} tale che lim,,_, . a,b, = 0:
) @, = nsin(f§ + nm)
) a, = logn - cos(mn)
(¢) an = (=1)"(n—n?)
) ap =n+(=1)"n.
Risposta.
(a) Poiché sin(§ + nm) = (=1)", si ha an = (=1)" - n: Tale successione non ¢ limitata, quindi
non puod convergere. Se divergesse a +oo, allora tutti i punti della successione, tranne al pitu
un numero finito sarebbero contenuti in un intervallo (M, 400), M > 0; questo non puo essere

perché per ogni n dispari la successione assume valori negativi. Analogamente non puo divergere
a —oo; dunque la successione non ammette limite. Infine si scelga ad esempio b, = 1/n2.

(b) Si ha cos(mn) = (=1)", quindi an, = (—1)"logn. Tale successione non ¢é limitata, e non
diverge per lo stesso motivo del precedente esercizio; dunque non ammette limite. Si scelga
b =1/ log2 n.

(c) La successione ¢ asintoticamente equivalente a (—1)"t'n?, che non ha limite per lo stesso motivo
dei precedenti esercizi. Si puo scegliere b, = 1/n3.

(d) La successione non é superiormente limitata, quindi non puo convergere. Se divergesse a +0o0,
si arriverebbe ad un assurdo ragionando come negli esercizi precedenti; dunque la successione

. 2

non ammette limite. Infine b, = 1/n”.

n
2.1.9 Si consideri la successione a,, = n + % pern=12,....
(a) Dire se & limitata, monotona,
(b) calcolarne il sup, inf e, se esistono, max, min;
(¢) calcolarne il limite.
%, as = %, .... La successione é limitata inferiormente: n+ % >

n—12>0. La successione non & limitata superiormente: fissato M > 0 si ha n + # >n—1>M
sen > M + 1. La successione é monotona; infatti

_ 2n+1 -

it — an = 1 n2(n+%) sen part
n n — n+ . .
1+ nnyn)  semn dispari.

Risposta. Si trova a1 =0, a2 =

n2-—n—1 2 .
syt 0, dunque sen“—n—1>0;
risolvendo la disequazione si trova che questo é vero se n > 4; se n = 2 si verifica direttamente che

as — az = é > 0. Dunque {an} & monotona strettamente crescente. Infine si ha: supa, = +oo,

Sen é dispari allora apy1—an > 0. Sen é pari ant+1—an > 0 se

inf a, = mina, = 0, non esiste max an, lim,— 00 an = +00.

2.1.10 Sia a, una successione di numeri reali, con lim,,_,~, a, = 0. Dire se le seguenti affermazioni
sono vere o false, motivando la risposta:

)
)

(¢) limy,—00 i = +o0;
)

Risposta.

(a) Vero, per le proprieta dei limiti;
(b) wero, perché il limite della differenza di due successioni convergenti é uguale alla differenza dei

loro limiti;

1 n
(¢) falso, il limite potrebbe anche non esistere: si consideri ad esempio la successione a, = (—5) 5

(d) wvero, perché ogni successione convergente & limitata.
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2.1.11 (a) Dire per quali k € N la successione n — sin (% . n) & convergente.

. . . . T N
(b) Dire per quali n € N la successione k — sin (E - n) € convergente.
Risposta.

(a) Perk =1 la successione ¢ identicamente nulla, dunque converge a zero; per k > 1 la successione
non ammette limite per n — 400, infatti: se n = mk, m € N, la successione é identicamente

nulla, mentre se n = 2mk + 1 la successione vale sin (%) #0;

(b) per ogni n € N, limy_, oo sin (% . n) =sin0 = 0.

2.2 Calcolo dei limiti
2.2.1 Trovare un asintotico delle seguenti successioni:
Vont +3n3 4+ 1
n + logn

n—yn
n+em"

logn —n

vn —logn
nl/2 £ pl/3 41

(a)
(b)
()
(d)

Risposta.
Yomi f 311 2Y/3p4/3
(a) nt+3n’+1 n’_ Yon:
n + logn n
() LRy

n+e " n

logn —n -n )
(c) Vn—logn n Vs

nl/2 4 pl/3 41 nl/2 L
nl/A ypi/s  opi/a vn.

()
2.2.2 Calcolare i seguenti limiti:

1+nyn—n?Yn

@
(b) lim —

n—oo 1 + (—1)”71
. n—logn
(c) Jfim NG
(d) lim (vn—n)

n—oo

) i T

(f) lim (2"e™" —e"37M)

o
(g) Jim &
37 i 2
ORI
o

L
Risposta.

(a) Si ha ltnyn-—n?yn  n'? _ “n3 ¢ tim (=0 = —oo;

n n n—o00
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1
(b) si ha Jim. |14+ (=1)"n| = +o0, dunque Jim T =0;

— 1
0 S« e s

(d) si ha \/n —n ~ —n, percio il limite vale —oo;

(e) €1 —(2/3)" ~ 1, dunque si ha lim n

W T2y T

2\" n _ _
(f) poiché 2 < e <3, si ha lim <7) — lim (g) =0, e dunque lim (2"e™" —¢"37") =0;

n— 00 e n— 00 n— o0

e —2" e\" e
(9) g ™ (g) , percid il limite vale zero;
(h) il limite non esiste, perché la successione data ¢é il prodotto di una successione divergente a +00,
3™ /2™, per una successione che non ammette limite, sin(nm/2);
e27n e2

(i) si ha che — i ~ e e dunque il limite vale e.
et~ "+ e ete "

2.2.3 Calcolare

(a) hmn—)oo[nlog(n - 1) - (’I’L - 1) IOg ’I’L];
1

Vit ==y

v

\/ﬁ—n\/n—i—l.

(b) lim,

(C) hmn—>oo

Risposta.
(a) Siha

log(n — 1)" —logn™ ' = 10%@ = log Kni 1) ~n} = log [(1 - l) -n] )
nm n n

1\" _ 1\"
Inoltre lim (1 - 7) =e !, dunque <1 — f) -n — 400; pertanto il limite dato vale +00;
n n

n—oo

(b) Moltiplicando numeratore e denominatore per \/n + /n + \/n — \/n si ottiene

Vntyvntyn—vn Vatvn

2y/n 2y/n ’
dunque il limite vale 1.

(¢) Moltiplicando numeratore e denominatore per Vn3 + ny/n + 1 si trova

vn 7\/5(\/n73+n\/n+1)wn2+n2:72

Vi3 —nyn+1 —n? —n?

che ¢ il valore del limite.

2.2.4 Calcolare

. L
@) g e

. 1
(b) nh_)néonl g,

Risposta. Ricordiamo che % = ¢*'°8% se & > 0.

. 1 logn . 1 . 1

(a) Sihan? =e2n ; poiché lim, 0 5" = 0 allora lim, ;o n2n = ed=1.
3 1 logn . 1

(b) Si hantsnr = eloen = e, dunque lim, o nsn =e.

2.2.5 Calcolare
. "
(a) lim (2+)
n—oo n

. 1 1\"
(b) Jim (2+n) -
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Risposta.
(a) Si ha
1/2
1 n 1 n 1 2n
24+ —) =121+ — =2" {14+ =— ;
(ea) =BOes)] == [0e2) ]

poiché limp, o0 (1 + ﬁ)zn =e si halimp oo (24 )" = +o0.
(b) Si ha

RACERE

)" =o.

poiché limy, o (1 + %) - e st ha limy— 00 (% +

2.2.6 Si considerino le successioni definite qui sotto; dire se esistono i rispettivi limiti e, in caso
affermativo, calcolarli:

[ (n+1)/n  sen pari
(a) an = { 0 se n dispari

2n—1 sen >10
(b)b"_{l sen < 10

[ 3n/(n+1) sen pari
(¢) en = { 3 se n dispari.

Risposta.

(a) Il limite non esiste: poiché limy_; o "TH =1, fissato 0 < € < 1 i termini di indice pari sono
definitivamente compresi nell’intervallo [1 — €,1 + €], mentre in tale intervallo non cade alcun

termine di indice dispari.

(b) La successione {b,} coincide definitivamente (n > 10) con la successione {2n — 1}, che diverge;
dunque lim,_, b, = +o00.

(¢) Poiché lim,_ f—fl = 3, fissato € > 0 i termini di indice pari sono definitivamente compresi
nell’intervallo [3 — €,3 + €] e in tale intervallo cadono pure tutti i termini di indice dispari;
dunque lim,_, o ¢, = 3.

2.2.7 Dire se esistono i limiti delle successioni riportate di seguito e, in caso affermativo, calcolarli:

(-1)"n
(a) Jim S5

(b) lim ~ n’

Risposta.

—1)" . Coae N . . . . .
(a) Si ha che & Trn 2" ~ % il cui limite € 0; dunque la successione & infinitesima.

(b) Poiché ¢ ~ (=1)"n, il limite non esiste.

"'n

1 n
2.2.8 Calcolare per ¢ > 1 lim,, o — Z qk

Risposta. Si ha

- k_ 1—g"*
q 5
2.7

1—gq
dunque
n+1 ni. —n
—q S C ) q
lim — q = lim ——— = lim =

poiché g > 1.
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2.3 Altri esercizi

2.3.1 Dare un esempio di una successione

a) convergente a 1 non definitivamente monotona;

(a)

(b) non limitata e non divergente;

(c) divergente a 400 non definitivamente monotona;
)

(d) crescente e convergente a —1 .

Risposta.

(a) anzl—f—%;

(b) an = (=1)"n;
(c) an =n+(=1)";
1

(d) an:—l—g.

2.3.2 Vero o falso?

(a) Ogni successione monotona strettamente crescente ha sempre limite +o0;

(b) esistono successioni non crescenti che tendono a +o0o.

Risposta.
(a) Falso: si consideri a, = “=*.

(b) Vero: ad esempio an =n+2(—1)".

2.3.3 Trovare una successione {a, } che soddisfi le seguenti due condizioni:

an

®) B3 =0 0 e = oo

(b) lim — = +o00, lim —= =0;
n—oo M Nn—00 MNA/MN

(©) B g =0 Bz =0

a?

(d) lim —— =0, lim — =

n—oo logn n—oo logn

Risposta. Si scelga ad esempio:

(a) an = n*;
(b) an =nn;
(c) an =e€";

(d) an = (logn)?/3.
2.3.4 Si considerino a, b € R*.

2a +b—1

(a) Determinare a, b in modo che la successione a,, = (
a

n
> sia convergente.

(b) Disegnare nel piano cartesiano ab l'insieme delle coppie (a, b) del punto precedente.

Risposta.
) ) . : . . 2a+b—1
(a) Si tratta di una successione geometrica di ragione ———— | la quale converge quando —1 <
a
2 b—1
catb—1 <1, cioe nell’insieme
a

3a4+b—-1>0
a+b—1<0.

(b) Si tratta del triangolo di vertici A(1/3,0), B(1,0), C(0,1), esclusi i lati AB, AC, incluso il lato
BC.
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2.3.5

2.3.6

2.3.7

2.3.8

2.3.9

2.3.10

CAPITOLO 2. SUCCESSIONI

Sia {a, } una successione limitata con a,, > 0 per ogni n € N. Dire se le successioni di termine

1
generale —, ———,
an 1+a, logan,
Risposta. La successione (% non € necessariamente limitata: ad esempio la successione an, =
n

limitata, a, > 0 per ognin € N, ma i =n non é limitata.

sono allora necessariamente limitate.

\

l6
n

La successione ﬁ e limitata: se 0 < m < an < M alloral+m < 1+a, <1+ M e dunque

1 1 1
1+M S 14+an S 1+m °
_ 1
log an,
an >0 per ognin € N, ma@:

La successione non é necessariamente limitata: ad esempio la successione a, = 1+% e limitata,

1 1 N
m’\‘m—nnonehmltata.

Sia {a,} una successione convergente con a, > 0 per ogni n € N. Dire se le successioni di

termine generale log(1 + ay,), loga, sono allora necessariamente convergenti.

n‘717
Risposta. Sia {an} una successione convergente a l con an > 0 per ognin € N; si noti che l > 0 per

il teorema della permanenza del segno.

non € necessariamente convergente: ad esempio la successione a, = 1 + %

1
an—1

La successione L

1
converge a 1, an, > 0 per ogni n € N, ma

=n diverge a +00.

La successione log(1 + a,) & convergente a log(1 +1).

La successione loga, non é mecessariamente convergente: ad esempio la successione a, = }L é

convergente a 0, an, > 0 per ogni n € N, ma loga, = —logn diverge a —occ.

Trovare due successioni {a,}, {b,} tali che

1 1
(a) an—>0+,bn—>0_,——|—b——>+oo
an n

(b) an — +00, b, » —o0, Z—n — —o0.
n

Risposta.

(a) Ad esempio an = 25, by = —=.

(b) Ad esempio (utilizzando i reciproci delle successioni precedenti) an = n?, b, = —n.

Sia ¢ un numero reale e si consideri la successione {a, } definita da a1 =1 e a,, = per

Ap—1
n > 2. Per quali ¢ la successione {a,} & convergente?

Risposta. Si trova che a1 =1, aa = q, a3 =1 e, in generale,

{ 1 sen dispari

an = .

q sen pari.

Pertanto la successione converge se e soltanto se ¢ = 1, e il limite & 1.

Al variare del parametro a € R calcolare, quando esiste, il lim ((2a)" — a™).
n—roo

Risposta. Entrambe le successioni {(2a)"} e {a™} sono geometriche; pertanto si ha

“+o00 sea>%
1 sea=1
li 2a)" — ™) = P
nl—?go((a) a”) 0 se—%<a<%
1
A sea < —3.

Esiste un numero reale a > 0 tale che lim (3" —2" —a") =07
n— oo

Risposta. No. Infatti se a < 3 allora 3" — 2" —a"™ ~ 3" — +00; sea = 3 si ha 3" — 2" —a" =
—2" — —o0; infine, se a > 3, si ha 3" — 2" —a" ~ —a" = —c0.



Capitolo 3

Serie

3.1 Convergenza delle serie

3.1.1 Dire se ¢ vero che definitivamente
(a) Zn: 1 > 10
k
k=1
9

n
1
b —_ > —.
(b) kz::lk(kﬂ) ~ 10
Risposta.

(a) Si. Infatti la serie Y 3o, + & divergente, cioé per ogni M > 0 esiste N tale che EkN:1 > M.
Basta allora prendere M = 10.

(b) Si. Infatti

k=1 k=1
elfn%rl>%sen>9.
N
3.1.2 P le N sih E — > 1007
er quale si ak_lki

Risposta. Sia s, = ZZ:I % e si ricordi la maggiorazione san > 1 + % St ha che 1+ % > 100 se

n > 198 e dunque basta prendere N = 298,

3.1.3 Studiare la convergenza delle serie

13
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Sy

n=0

Risposta. Nelle sequenti soluzioni verifichiamo anche la condizione necessaria per la convergenza di
oo

una serie, cioé: se la serie E an converge, allora lim,_ o a, = 0.

(a)

(b)
(c)

(d)

(e)

)

(9)

(h)

n=0

La condizione necessaria per la convergenza € soddisfatta; applicando il criterio del rapporto si

vn+1 nl

1
ottiene ——— + — = ———

(n+D! vn \/n(n+1)
La condizione necessaria per la convergenza della serie non é soddisfatta: limp oo (1—e™ ™) = 1;
trattandosi di una serie a termini positivi, essa diverge a +o0.

—n—ooo 0, € dunque la serie converge.

La condizione necessaria per la convergenza e soddisfatta; applicando il criterio della radice si

n2

ottiene
n

1 )
—nooo — < 1, e dunque la serie converge.
ne e

La condizione necessaria per la convergenza della serie non é soddisfatta in quanto non esiste
il limy, 00 (—1)™ ¥/n; si tratta di una serie a termini di segno alterno che risulta indeterminata
in quanto lim,_, . ¥n=1.

La serie converge per il criterio del confronto asintotico poiché ha lo stesso comportamento di
e o]

1
E —, che converge.
n2

n=1
La condizione necessaria per la convergenza é soddisfatta; poiché la serie é a termini di segno

alterno ed il termine ——— decresce, per il criterio di Leibniz essa converge.

vn?Z+n

La condizione necessaria per la convergenza ¢ soddisfatta; poiché la serie ¢ a termini di segno

alterno ed il termine decresce, per il criterio di Leibniz essa converge.

La serie converge per il criterio del confronto asintotico poiché ha lo stesso comportamento di

— 1
3 Z ok che converge.
n=0

La serie converge per il criterio del confronto asintotico poiché ha lo stesso comportamento di
o0

Z (§> , serie geometrica convergente. Allo stesso risultato si perviene applicando il criterio
n=0
della radice.

3.1.4 Studiare il carattere delle seguenti serie

o0

1
a
() = logn
= 1
b
(b) ;n2+smn
o0 . 1
(c) Z‘:(—l) PSVE]
. logn —+/n
d
(d) ;::1 n+1
=1
© X g
Risposta.

(a)

oo

o0
Si ha E Toan > E —; poiché la serie armonica diverge e la serie data ne & un maggiorante,
ogn n
n=2 n=

anch’essa diverge per il criterio del confronto.
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(b) La serie converge per il criterio del confronto asintotico poiché ha lo stesso comportamento di

1
E —, che converge.
n2

n=1
(¢) La condizione necessaria per la convergenza & soddisfatta; poiché la serie é a termini di segno

alterno ed il termine 73 decresce, per il criterio di Leibniz essa converge.
n

) logn —v/n -1
(d) Si ha ] NG

stesso comportamento di — Z

n=1

; la serie diverge per il criterio del confronto asintotico poiché ha lo

oo

FeVER che diverge a —o0.

(e) Utilizzando la formula di cambiamento di base per i logaritmi si ha

logg 1/ logs 2 1
3logan _ 3Tog32 — glogs(n ) — plees2 :

dunque
o0

1 1
Zgloggnzz . <+
n=1 n=1"N

Togsz 2

. . 1 . . .
poiché Togs2 = 1 (serie armonica generalizzata).

3.1.5 Studiare il carattere delle serie

> n24+1
(a) D —
n=0
(b) i R
on + logn
(€ Y (=) (1+e™)
n=0
. n+sinn
d _
(d) ;::0 1+ n?2
Risposta.

(a) La condizione necessaria per la convergenza & soddisfatta; applicando il criterio del rapporto si

(n+1)?+1 o _ n’+2n+2 l—> 0, dunque la serie converge
m+1D! n24+1 nd4+n24+n+1 n ne g e

(b) La serie diverge per il criterio del confronto asintotico poiché ha lo stesso comportamento di

1
E —, che diverge.
n

n=1

ottiene

(¢) La condizione necessaria per la convergenza della serie non é soddisfatta in quanto limp—oo(1+
oo

e~ ™) = 1; la serie risulta indeterminata poiché ha lo stesso comportamento di Z(fl)".

n=0

(d) La serie diverge per il criterio del confronto asintotico poiché ha lo stesso comportamento di

Z l, che diverge.
n

n=1

3.1.6 Studiare la convergenza delle serie:

= 1
(a) z_:lin“’g”

- 1
() ppe= sy

2 {logn)
Risposta.

(a) Si ha che n'°8™ > n? se n > e?; per il criterio del confronto la serie converge.
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(b) La condizione necessaria per la convergenza della serie é soddisfatta in quanto

. - . _nlogl
lim (logn)™" = lim e " %" = 0.
n— oo n— o0

Applicando il criterio della radice si ottiene

—n—oo 0, dunque la serie converge.

3.1.7 Studiare convergenza semplice e convergenza assoluta delle serie a termini di segno alterno

(a)

Y (Dr(nte™)

n=1
(b) ;;0 n (—;;Zi”
(©) i(l)”,ﬁ’;l
(@ i(—l)";i.
Risposta.

(a)
(b)

(c)
(d)

3.1.8 Provare che la serie Z
n=1

Poiché lim, o0 (n +€™") = +00 la serie non converge semplicemente né assolutamente.

Si ha che ﬁ ~ -, e dunque la serie non converge assolutamente; converge invece sempli-

cemente per il criterio di Leibniz.

Vale che HSLH ~ #, pertanto la serie converge assolutamente e dunque semplicemente.
Poiché :2':11 ~ % la serie mon converge assolutamente; converge invece semplicemente per il

criterio di Leibniz.

ny/n
277,

& convergente.

Risposta. La condizione necessaria per la convergenza € soddisfatta; applicando il criterio della radice

3/2 n/\3/2
si ottiene ﬂ\’/ 712—” = %

1 .
—n—oo 5 < 1, dunque la serie converge.

3.1.9 Studiare il comportamento delle serie numeriche

(a)

(b)

(¢)

(d)

cos(2n)

n\y/n
n=1

oo . 1
2V o

n=1
Risposta.
(a) La serie converge assolutamente in quanto C(:\(/Qﬁ") < =5
1 1

(b)

(c)
(d)

La serie non converge assolutamente in quanto

~ —=

NGE Si ha convergenza semplice per

Vnte "

il criterio di Leibniz.

Si ha }/n? (%)n — g < 1, dunque la serie converge per il criterio della radice.

1 L. essa converge semplz'ce—

La serie non converge assolutamente in quanto — > ERRSEL

1
Vn+logn
mente per il criterio di Leibniz.
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3.2 Altri esercizi
3.2.1 Se una serie diverge a +oo allora il suo termine generale non puo tendere a 0. Vero o falso?

Risposta. Falso, la serie armonica é un controesempio.

n+1
3.2.2 E vero che Z iz <17

n=1

Risposta. Si. Infatti

2"t 2SR 2\" 2/ 1 4
Zgn+2 92(3) 9(1,2 ) 9<
n=1 n=1 3
. . . logk .. .
3.2.3 Dire se la successione {a, } definita da a,, = 2 © limitata.
k=1

Risposta. La successione lci/ggk é limitata in quanto convergente (a0), dunque f

. log k
La serie ;7 | <5 converge allora per il criterio del confronto; percid la successione {an} delle somme
parziali é convergente, dunque limitata.

’ﬂ

3.2.4 Sia g > 0; discutere la convergenza della serie Z T
q"

n

o0
1 n
Risposta. Se ¢ = 1 si ha Z — =+400. Seqg>1, ¢ d ~L e dunque la serie diverge a
n=0 2 1 + q" qn
oo
+00. Se0<g<1lé 1 j_ ~q" e la serie Z q" converge (serie geometrica). Dunque la serie data
n=0
converge per q € (0,1) e diverge a +oo per g > 1.

3.2.5 Calcolare la somma delle serie

Risposta. In entrambi i cast si tratta di serie geometriche, la prima di ragione —1/4, la seconda 2 V2
entrambe le ragiont sono minori di 1 in valore assoluto, dunque le serie convergono. Ricordando che,

se |q| < 1,
o0 1
77‘77_1_

> q T4 q,

n=2

si deduce che la prima serie converge a 1/20 e la seconda a 2(v/2 — 1).

3.2.6 Calcolare la somma delle serie
o0
1 1
(a) Z (2,1 - 3n)
n=0
> gn—1

(®) > ot

n=0

Risposta.

[eS] T _ 1 1

(a‘) Sih02f=o(%*s%):Zf=oz%*zn=o@—1,% 17%—%-

11 _1

n—1
(b) In questo caso Y o0 Sy = 15> 00 )" =35 T =5

1 1
3.2.7 Provare che la serie Z ( —
—\n n +3

) e convergente e calcolarne la somma.
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3.2.9

3.2.10
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1 3 ) o ) .
p—— = m ~ g la serie converge per il criterio del confronto asintotico

1
Risposta. Si ha — —
n

p . 1
perché ha lo stesso comportamento di 3 E — . Per calcolare la somma basta osservare, come nelle
n
n=1
serie telescopiche, che:

o (O R RY () R () B (S P

T S SS N S WS W S U U S |

4 4 5 5

Discutere al variare dei numeri reali a e b la convergenza della serie ) " (% — #)

Calcolare la somma nei casi di convergenza.

Risposta. Si ha

= /a > (a=bn+a
Z(; n+1) Z nn+1) °

. —b — . . . . . .
Se a#b si ha 9=Ute | azb termine generale di una serie (armonica) divergente; se a = b si ha
n 7’ )

n(n+1)
—b . . . . .
% ~ %, termine generale di una serie (armonica generalizzata) convergente. In tal caso la

serie di partenza si riduce alla serie di Mengoli:
1 1
- — =a.
n n+1

Dire per quali numeri reali a > 0 le serie seguenti sono convergenti:

e
1M

Risposta.

(a) La serie converge se e solo se a > 1. Infatti se a > 1 si ha 1+ = ~ ()", termine generale di
una serie geometrica convergente. Se 0 < a < 1 il termine generale tende a 1, se a =1 tende a
%; dunque in nessuno di questi due casi ci pud essere convergenza.

(b) La serie converge se e solo se 0 < a < 1. Infatti se a > 1 si ha limp— o0 % = +o00, dunque la
serie non puo convergere. Se 0 < a < 1 la serie converge per il criterio della radice; se a =1 si

ha la serie armonica, divergente.

(¢) La serie non converge per alcun a. Infatti il termine generale della serie non tende in nessun
caso a 0 in quanto
+oo sea>1
lim (1+a")=¢ 2 sea=1
nee 1 se0<a<l.

(d) La serie converge se e soltanto se a = 0. Infatti il termine generale della serie tende a 1 se
a > 0.

Siano a, b, ¢ numeri reali positivi. Dire per quali valori di a, b e ¢ le serie seguenti convergono:

a

(2) Z 1an

n=1
Z L
n—1 o
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n

= a
(¢) Zm,per0<a<b<c.
n=0

Risposta.

(a) La serie data ha lo stesso comportamento di > > | nb%a’ serie armonica generalizzata che con-
verge se b—a > 1, ossia b > a+ 1, e diverge a +0o0 se b < a + 1. Dunque, per il criterio del

confronto asintotico, la serie converge per ogni a,b tali che b > a + 1.

(b) St ha n“i — ~ n% e dunque si ha convergenza se e soltanto se a > 1.
nb

n

. , . a™ a™ _ (a\M . . . a\n N
(c) Poiché O <a<b < c s'z ha Fer ™ e = (;) . La serie di termme' ger'Lemle (;) co?wer'ge (e
una serie geometrica di ragione minore di 1); dunque converge la serie di partenza per il criterio

del confronto asintotico.

3.2.11 Sia {a,} una successione di numeri reali, a,, > 0.

o o0
. N . 1
(a) Se la serie E a, converge, puo convergere la serie E —7
1+a,
n=0 n=0
o
(b) Se la serie E a,, diverge, puo la successione {a,} non avere limite?
n=0

Risposta.

(a) Poiché la serie > .~ an converge si ha limp 500 an = 0, dunque lim, oo 14—% =1 e la serie
- n

[e’e) 1 \
2 one0 T5a, Mon puo convergere.

(b) Si. Si consideri ad esempio la successione an, = 2+ (—1)"

oo
3.2.12 Si consideri la serie geometrica Z q".
n=0

(a) E possibile scrivere una serie geometrica che abbia per somma %? Se si, quale?

(b) E possibile scrivere una serie geometrica che abbia per somma %?

Risposta. Ricordiamo che Y >7  q" = %q se |q| < 1.

; 1 _2 — _1
(a) Siha +— =3 seq=—3.
(b) Invece 1~ = L se ¢ = —2, ma la serie geometrica non converge per la ragione —2; dunque non
I-¢ 3 ’ ’
esistono serie geometriche come sopra con somma é

3.2.13 Si consideri la successione a,, = sin(nn/2) + | cos(nw/2)|.

(a) Dire se esiste il lim ay,;
n—oo

o0
(b) dire se converge la serie E .
n=1
Risposta. La successione data assume valori 1;1;1;—1;1;..., quindi lim,,_, o a, non esiste. Di con-

sequenza la condizione necessaria per la convergenza della serie non e soddisfatta: la serie non puo

convergere.
= 1
3.2.14 Studiare la convergenza della serie Z ST —— p—— per 0 <a <1
n=1
Risposta. La serie converge in quanto
1 1

~
nl+o¢ _ nlfoz n1+a

oo

e la serie armonica generalizzata E — o converge poiché 1 4+ a > 1.
n

n=1
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Capitolo 4

Funzioni di una variabile

4.1 Domini e proprieta
4.1.1 Determinare i domini delle seguenti funzioni:

1
(a) ——
1—logx

1

T — a3

(b)
1

© =
(d) Vaz—4x+3

@ tox (57)

/1 —log|z|

(g) arcsin(y/422 — 1 —2)

(h) log (1—2 1—4x2) .

Risposta.

4.1.2 Calcolare il dominio di log(log(log z)) e di /z — /z.

Risposta. Nel primo caso, affinché la funzione log pit esterna sia definita occorre log(logz) > 0,
dunque logx > 1, dunque x > e. Nel secondo, la radice esterna & definita quando x —+/x > 0, dunque
sex > 1.

4.1.3 Determinare i domini delle seguenti funzioni:

(a) arcsin (;2)
(b) arccos(2 — 22).

Risposta.

21
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(a) (=00, —1] U1, +00);
(b) [_\[7_1}U[17\[]'

4.1.4 Dire se le seguenti funzioni sono pari, dispari o né pari né dispari:

(a
(b
(c
(d

(
(f
(g
(h) sinz — cosz .

)
)
)
)
) 2 3
)
)
)

Risposta.

(a) N€ pari né dispari;
(b) dispari;

(c) dispari;

(d) né pari né dispari;
(e) né pari né dispari;
(f) pari;

(9) dispari;

(h) né pari né dispari.

4.2 Grafici elementari

4.2.1 Disegnare approssimativamente i grafici delle funzioni

(a) 1 —a—a?
(b) (2 —2)°
(¢) 14+ 2+ cosx
(d) [«
(e) logz — €*
(f) 1—2a?

)

)

Risposta. Vedi Figura 4.1.
4.2.2 Disegnare un grafico approssimativo, senza svolgere calcoli, delle funzioni
(a) logx -sinx
(b) 1 — eIl
(c) 1—(x+1)2
(d) logax —x .
Risposta. Vedi Figura 4.2.
4.2.3 Disegnare approssimativamente i grafici delle funzioni
(a) 1/y/x, 1/z, 1/2% in (0,1]
(b) ez/Q’ er, o2

(¢) sin(x/2), sinx, sin(2x) in [0, 47]



4.2. GRAFICI ELEMENTARI

1-x-x2 (><—2)3
5 100
0
50
-5
> > 0
-10
-50
-15
-20 -100
-4 -2 0 2 4 -2 0 2 6
X X
1+x+cos(x) |
15 70
60
10
50
5 40
> >
0 : 30
20
-5
10
-10 0
-10 -5 0 5 10 -4 -2 0 4
X X
log(x)-€* 1-x2
-2 5
-3
0
-4
> > -5
-5
-10
-6
-7 -15
0 0.5 1 1.5 2 -4 -2 0 4
X X
e*~x sin(x-174)
60 1
50
0.5
40
> 30 > 0
20
-0.5
10
0 -1
-4 -2 0 2 4 -5 0 5

Figura 4.1: Vedi Esercizio 4.2.1

23
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log(x)sin(x) 1-e7™
3 1
2 0.8
1 0.6
> >
0 0.4
-1 0.2
-2 0
0 2 4 6 8 -4 -2 0 2 4
X X
1—(x+1)2 log(x)—x
20 -1
0 -2
-20
-3
-40
> > -4
-60
-5
-80
-100 -6
-120 =7
-10 -5 0 5 10 0 2 4 6 8
X X
Figura 4.2: Vedi Esercizio 4.2.2
%2 1%, 1 2 X e
10 . 8
AR
1/x
— — X
! 1/x € /

X X
sin(x/2), sin(x), sin(2x) log(x/2), log(x), log(2x)
4 2
— — —sin(x/2)
3 sinx
— - —-sin(2x)
2

— — —log(x/2)
-6 log(x)
— - —-log(2x)
-2 -8
-5 0 5 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X X

Figura 4.3: Vedi Esercizio 4.2.3.



4.3. FUNZIONI INVERTIBILI

(d) log(2z), logz, log(x/2) in (0, +00) .
Risposta. Vedi Figura 4.3.

4.2.4 Disegnare in maniera approssimativa i grafici delle funzioni

(a) fi(z)=a%—1

(b) fo(z) = (z+1)* -1
(c) fs(z) =|2* —1]

(d) fa(@)=1-(z—1)°

-1 (x+1)°-1
3 8
6
2
4
> 1 >
2
0
0
-1 -2
=2 -1 0 1 2 2 -1 0
X X
[x2-1] 1-(x-1)?
3 2
2.5 o
2
-2
> 15 >
-4
1
05 -6
0 -8
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0

Figura 4.4: Vedi Esercizio 4.2.4.

4.3 Funzioni invertibili

25

4.3.1 Sia f la funzione definita qui sotto. Disegnare il grafico di f, provare che & invertibile, disegnare

il grafico della funzione inversa, calcolare esplicitamente la funzione inversa.

T se x € [0,1]
(a) f(l‘):{ 2r—1 sexz€(1,2]

se z € [—1,0]

(b) f(x):{ :gx se z € (0,1]
@ #(s) { i/z se z € [—-1,0]

se z € (0,1]

r+1 sex € [-1,0
(d) f(x):{ 14+x/2 semEEOJH

Risposta. Vedi Figura 4.5.

(a) La funzione é monotona crescente, dunque & invertibile con inversa

(o se y €[0,1]
f (y)—{ (y+1)/2 seye (1,3
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—y se y € [0,1]
—y/2 sey€[-2,0)
y sey€[-1,0]

2y seye(0,1/2]

y—1 seye]0,]1]
2y—2 seye(1,3/2]

(b) La funzione ¢ monotona decrescente, f~*(y) = {
(c) La funzione & monotona crescente, f~*(y) = {

(d) La funzione ¢ monotona crescente, f~'(y) =

(a) (b)

4 3
3 2
1 N
) . N
> - > 0
1
-1
0 -2
-1 -3
-1 0 1 2 3 4 -3 -2 -1 0 1 2 3
X X
(@] (d)
2 2
1 y 1 ’
/ /
/ /
- 0 > 0 > /
re
e
7
_1 _1 7
-2 -2
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2
X X

Figura 4.5: Vedi Esercizio 4.3.1.

4.3.2 Si considerino le funzioni

x/2 sex>0

(a) fl(w)—{ 2 sex <0

_f z/24+1 sex>0
(b) f2(m)_{2x1 se x < 0.
Disegnarne i grafici, calcolarne le funzioni inverse, disegnare i grafici delle funzioni inverse.
Risposta. Vedi Figura 4.6.

sey >0
se y < 0;

(o) sina o) ={ %,

(b) Siha f5'(y) :{ ?g;f)/z 22331_1

4.3.3 Dire in che intervallo del tipo (a,+00) & invertibile la funzione f(z) = x2 + z; calcolare la
funzione inversa della restrizione di f a questo intervallo .

Risposta. 1l grafico di f é una parabola di vertice V(—1/2,—1/4); la funzione f é dunque invertibile

-1+ \2/1 + 4y per

in (—1/2,400) perché in tale intervallo ¢ monotona crescente; si ha f~(y) =
y € [—1/4,+00).

4.3.4 Calcolare la funzione inversa delle seguenti funzioni f; specificare il dominio di f~'; disegnare
un grafico approssimativo di f e f~1:

(a) flz) =2
(b) f(2) = VI— 22
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(@) (b)

2 ~ 2 -
7 /
/ /
/ /
1 Y 1 ,
Y /
/ /
>~ 0 - >~ 0 B ’
_ - -7 ~ g
-1k~ -1
-2 -2
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2
X X

Figura 4.6: Vedi Esercizio 4.3.2.

(¢) f(x) = arctg(2x — 1)
(d) f(z) =log(2+ 3x).

Risposta. Vedi Figura 4.7. Le funzioni sono tutte invertibili perché strettamente monotone; si ha:

_ logy+3.
B ;
(b) f . (—OO, 1/2] — [07 -|-oo), f71 : [0,+OO) — (—0071/2]7 fﬁl(y) = (1 - y2)/2"
(C) f ‘R — (_71-/2’71-/2)} f_l : (—71'/2,71’/2) —>R, f_l(y) = tgy2+1’
eV —2

(a) f:R—(0,400), f~':(0,400) =R, f~'(y)

(d) f (_2/37+OO) — R, f71 R — (_2/37+OO); fﬁl(y) =

3

Figura 4.7: Vedi Esercizio 4.3.4.

4.3.5 Provare che le seguenti funzioni f sono invertibili e calcolare le loro funzioni inverse f~1:

(a) fl@)= -1+ VTHa
(b) fla)=1-¥T_=
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Esistono punti in cui i grafici di x — f(z) e x — f~!(z) si intersecano? Se si, quali? Disegnare
i grafici di tutte le funzioni in modo approssimativo.

Risposta. Vedi Figura 4.8. Osserviamo che, se f & una funzione invertibile, il grafico di f(x) e quello
di f~Y(x) sono simmetrici rispetto alla bisettrice del primo quadrante; i punti in cui i due grafici
eventualmente si incontrano sono dunque sulla retta y = x.

(a) Il dominio di f é R; si tratta di una funzione strettamente crescente, dunque invertibile. Risol-
vendo y = —1 + /1 + x rispetto a x si trova la sua funzione inversa f~(y) = —1 4 (y + 1)°.
Risolvendo il sistema y = f(x), y = x si trova v = —1 + /1 + x, dunque x = —2,—1,0 sono le
ascisse dei punti di interesezione.

(b) 1l dominio di f & R; si tratta di una funzione strettamente crescente, dunque invertibile. Risol-
vendo y = 1 — /1 — z rispetto a x si trova f~'(y) =1 — (1 —y)®. Risolvendo y = f(z), y ==z
sitrovax =1— /1 — =z, dunque x = 0,1,2 sono le ascisse dei punti di interesezione.

() (b)

Figura 4.8: Vedi Esercizio 4.3.5.

4.4 Limiti

4.4.1 Calcolare, usando la definizione di limite e cercando un intorno centrato nel punto in cui si
calcola il limite,

1
li ;
(a) zli% X — 2’
1
b .
Risposta.
) . 1 1 . . 1 1
(a) Si ha limg_,s P = g; per verificarlo, fissato € > 0 cerchiamo § > 0 tale che ‘ﬁ — 5’ <€

sex € (5—0,5+0), z # 5. Risolvendo la disequazione 3 Trae

T <24 25, cioé 5 — 25 <@ <54 125, Poiché 125 < 125 si sceglie § = 12

12 —%‘ < €, si ottiene 2 + —— <

143e 1—3e” 143e 14+3€¢ "
. 1 1 .
(b) Si ha limgy_q T = 5; procedendo come sopra, fissato € > 0 cerchiamo § > 0 tale che
x
= — %‘ <esex € (1—06,1406), x # 1. Risolvendo ’%4-1 - %‘ < €, si ottiene —1 + 1_325 <
r<—1+4 ﬁ, cioé 1 — % <zx<l+4 lfze. Poiché 115% < & si sceglie 6 = 1i€26.
4.4.2 Calcolare, usando la definizione di limite, il lim; 14 ;%5.

Risposta. Proviamo che limg—14 ;%5 = +oo. Fissato infatti M > 0 cerchiamo & in modo che

=1 > M sel <x<1+6. Risolvendo la disuguaglianza =5 > M si ottiene 1 < x <1+ ﬁ, da

|
cui 6 = 35—

4.4.3 Calcolare
rsinx

(2) zgr—ir-loo 1+ 22
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1,2

(c) ;13% 1—e*

1
(d) lim 87

z—1 et —e

log (1
() lim 8U%82)
z—1+ log T

Risposta.
xsinx sinx . sinx
5 ~ , e lim =
1+ T z—+oo T
N R 1
yE NV
1 +x \/.E’ z——+o00 \/5

(a) Per x — +o0, €
(b) per x — +oo si ha

(¢) poiché per x — 0 si hal—e® ~ —x, ¢ ~ —x, dunque il limite vale zero;

1—e®

(d) introducendo il cambiamento di variabile x — 1 =y si ottiene

lim — 08Ty, oy 1)
s—le(e?~1 —1) y—0 e(e¥ — 1)

1 1 1
Ma poiché per y — 0 élog(y+1) ~y ed eV — 1 ~ vy, si ha che % ~ = ed il limite vale
e(ey — e
1
e )
(e) il numeratore tende a —oo mentre il denominatore tende a 0 per valori positivi; dunque il limite
vale —o0.

4.4.4 Calcolare i limiti

() lim Valog(va)

im (e—1)*
(b) r1—>1 sin(1 — x)

im
z—1 2logx

1

arccos | —

. x
lim ——~

z—+oo arctgw

e —1
lim ———
() 250 log(1 — 2x)
r— =
(h) lim —2.
z—% COST
Risposta.

(a) Posto \/x =y, si ottiene lim /wlog(y/r) = lim ylogy = 0;
z—0+ y—0+

L . (x —1)? . y? .
(b) postoy=1—z, si ottiene lim — = lim -— = limy = 0;
z—1sin(l —x) y—=0siny  y—0
t 1

(¢) poiché per x — 0 étgx ~ x, si ha lim BL _ fim - = —00;

z—0— T 20— T

4 y4
(d) posto —x =1y si ottiene IEIPOOI e’ = yl}I-Poo i 0;
(e) posto x —1 =1y, si ha
1= Y m Y~ L,

lim = lim = lim ;
z—12logz  y—02log(l+y) v—0 2y 2
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1
arccos (5) 0 /9
arccos ™
li = =02 .
) oo arctg @ w/2 w/2 ’

(g) poiché per x — 0 si ha €*® — 1 ~ 3z e log(1 — 2x) ~ —2x, il limite vale fg;
(h) posto x — /2 =1y, si ha

™

oz
lim 2 _ Jim y = lim —— — 1.

e—% cost  y—0cos(y+m/2) y—0—siny

4.4.5 Calcolare

(a) lim (\/x2+2xf {1/134+5E)5

T Fo0
(b) xgr-{-loo (%/m?’ — 222 — /x? +x).
Risposta.
(a) Si ha:
Va2 42z — Vet = 2 <1+i)1/2 - (1+ ;)1/4]

(b) analogamente:

9\ 1/3 1\ 1/2
[0 2]
2 1 2 1 2
~ -2 ) (14— )| =21 52
"EK 3$> <+3x2)] 3 3 3

4.4.6 Provare che le funzioni definite qui sotto non hanno limite per  — +oc:

1
(a) 2+ sinz
(b) logx -sinx
(c)
(d)

13 sinx

Risposta.

(a) Si consideri la successione x, = (2n + 1)7/2;
(b) si consideri la successione T, = nw/2;
(¢) si consideri la successione xn, = (2n + 1)mw/2;

(d) si consideri la successione x, = nw/2.

4.4.7 Calcolare i seguenti limiti destro e sinistro:

) lim sinz
it log(1 + z2)

(b) >

)

! 2
z— 2+ cos?x

(¢) lim ze'/®
z—0+

. arctg(l/x)
(d) 'rl—l>%1:|: 1‘2 '

Risposta.

i 1
(a) Per x — 0% ésinz ~ z, log(1 + 22) ~ z2, percio si ha zlggi % = zlig)l:l: P +o0;
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b) Con il cambiamento di variabile x — T st ha
( 5 =Y

us

r_
lim —2 = lim ——2%—— = lim —%— = lim_— = +oo;
eI+ cos?x  y—0+ cos?(y +7m/2) y—0xsin®y y—0t vy
1 . . . v Y . Y
(¢) Posto — =y, si ottiene lim B im &= 400, lim - 0;
T y—too Y y—+oo Y y——oo Y

(d) Per x — 0+, arctg(l/xz) — £7/2, mentre L — +o00, percid lim arctg(l/xz) - 1 +oo0.
T2 z—0+ 2

4.4.8 Calcolare, se esistono, i seguenti limiti:

. sin(2x)
(2) alrli% 1—e3

. sin(2z)

b) lim ———=—

(b) Jim ey

x _ L2z

(¢) lim &%
z—0 xT

T
d) lim ————
(d) 250 log(1 + z2)
(¢) lim sinz? — sinx

x—0 1,‘2

-z

. |sinz]
=
(g) lim ze'/®

z—0t

. 1
(h) zli}gl:t arctg(e=).

Risposta.

sin(2z)
1—e3

2
(a) Si ha ~ =3 percio il limite vale —2/3;

(b) poiché
|1_631|_ 1—e*® sex<0
Tl -1 sex>0

il limite destro vale —2/3, quello sinistro 2/3; dunque il limite non esiste;

x 1 _ x
(c) perx —0 ¢ cl=e) ~ —e”, percio il limite vale —1;
1
(d) si ha m ~ percio il limite non esiste;
. 2 . . 2 .
- 1
(e) Sm; — :nx = SH:;;C . xi 7~ sn;x I dunque il limite vale 1;

(f) i limiti destro e sinistro valgono rispettivamente +1, quindi il limite non esiste;
(g) postoy =1/x si ottiene

lim ze'/® = lim ¢ = +400;

z—0t y—+oo Y
(h) con i cambiamenti di variabili y = 1/x e quindi z = e¥ si ha

1 ™
lim arctg(ez)= lim arctg(e¥)= lim arctgz = —;
zi>0+ r g(e ) y;«‘foo t g(@ ) ZJ{POO rete 2

analogamente, posto y = 1/x, per la continuita delle funzioni esponenziale ed arcotangente si ha
1
lim arctg(ez) = lim arctg(e¥) =0.
z—0— y——o00
N

T+ tg Yx
Risposta. Per x — 0 é x +tg ¥z ~ z + ¥z ~ {z, dunque un asintotico é \/z/Yx = Ix.

4.4.9 Trovare un asintotico per x — 0+ della funzione

R 1 R _1
4.4.10 Calcolare il lim z=; dedurreil lim z~=.
r—0+ x—0+
. L., L log 2 . . . 1 _1 1
Risposta. Poiché x= =e = elimgz_o4+ loiz = —00 st ha limg o4 z= = 0. Infinex™= =1/z%; dal
1

limite precedente e dal fatto che la funzione x= é positiva se x > 0 si ha limg_04+ ™

1
x

= 4-00.
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4.4.11 Calcolare lim (2z)°V®.
r—0+

Risposta. Si ha (2z)3V" = e3V=108(29) - poiché lim, 04 3v/zlog(2z) = 0, si ha lim, 04 (22)3V" =1
per la continuita della funzione esponenziale.

3z?
1
4.4.12 Calcolare limg; 400 | 1 + — .
212

3z
1
Risposta. Si puo scrivere lim (14 — = lim
z—+o00 212

T ——400

1\Y 3/2
lim {(1+7)} :63/2:6\/5.

y—+oo Yy

1 212 3/2
<1 + 272) :| , e ponendo 2z =y si
x

ricava

|
8l

4.4.13 Calcolare i due limiti lim
z—0+ X

Risposta. Posto y =1/ si ha

. - lim,, £ =0
lim &5 = lim £ = YT ey
z—0+ T y—too ey limy o =~
e in conclusione
1 1
e T z
lim =0, lim = —00.
z—0+ X z—0— X

4.5 Asintoti

4.5.1 Calcolare, se esistono, le equazioni degli asintoti a oo delle funzioni
322 +1
11—z
22 fe "
2 +3
22 —1

log |z| — 2z

(a)
(b)
(c)

x — /3
d) —.
(d) T+

Risposta.
(a) La funzione non ammette asintoti orizzontali, ma ammette un asintoto obliquo a +oo di equa-
zione y = —3x — 3;

(b) la funzione non ammette asintoti orizzontali, ma ammette (solo a +00) un asintoto obliquo di
equazione y = 1/2x — 3/4;

(¢) non esistono asintoti orizzontali né obliqui;

(d) la funzione ammette un asintoto orizzontale y = 0 per x — +00, mentre non esistono asintoti
orizzontali né asintoti obliqui per x — —oo.

4.5.2 Scrivere il dominio della funzione f(z) = z — 2 — v/ 22 — 2z; dire poi se f ha asintoti e, in
caso affermativo, calcolarli.

Risposta. Posto x® — 2x > 0 si trova che il dominio di f ¢ (—o0,0] U [2,4+00).
Non vi sono asintoti verticali. Asintoti orizzontali:
lim (x727\/M) = lim 47—296271
st wto0 5 — 2+ Va2 — 23
lim (:r —2— \/M) = lim (—2z2) = —o0;

T—r—00 x—+o00
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pertanto la retta y = —1 é un asintoto orizzontale a +0o mentre non vi sono asintoti orizzontali a
—o0. Per quanto riguarda gli asintoti obliqui
. x—2—+x2 -2
llm —mmMm = 2
T—r—00 xr
lim (:U—Q— \/x2—2$—2x) = — lim (w+2+\/x2—2x)
T—r— 00 Tr——00
. x+2—+x? -2
= — lim (a:—|—2+\/x2 —21:) —
z——00 r+2—vax? -2z
. 6x + 4
= — lim = -3;

T—— 00 250

percio la rettay = 2x—3 é un asintoto obliquo a —oo. Si noti che il limite lim,_, _ o (x + 24+ Va2 — 217)
poteva essere calcolato sfruttando 'asintotico (1 + y)* ~ 1+ ay per y — 0. Infatti allora

12
x+2+\/x2—21’~x+2—x(1—§5> =3.

4.5.3 Dire se la funzione f(z) = (1 4+ e~*) 4 logx ha un asintoto obliquo per z — +oo.

f() =1, ma lim (f(z)—2z)= lim ze “+ lim logxz = +oco. Dunque
Tr—+00 €T xr—+00 r—+o0 x—+o00o
l’asintoto obliguo mon esiste.

Risposta. St ha lim

4.6 Altri esercizi

4.6.1 Dire quali delle seguenti affermazioni sono vere o false:

(a) ogni funzione continua ¢ monotona;
(b) ogni funzione continua & limitata;

(c) i limiti di ogni funzione continua esistono finiti.
Risposta.

(a) Falso: si consideri f(x) = sinz;
(b) falso: si consideri f(z) = €%;
(¢) falso: limg_s 400 & = +00.
4.6.2 Vero o falso?
(a) Ogni funzione periodica e limitata;
(b) ogni funzione f: R — R pari ha limite in 0.
Risposta.

(a) Falso: si consideri la funzione tgx;
(b) falso: la funzione

o= { () oo

0 sex =10

e pari ma non ha limite per x — 0.

1
4.6.3 Studiare la convergenza della serie Y-, <1 — cos (n) )

2
Risposta. Dalla formula 1 — cosx ~ %, per x — 0, seque che

1 1/1\* 1 _
l—cosgwg - —ﬁpern%oo,

la serie data converge perché equivale asintoticamente a

N =

=1
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Capitolo 5

Calcolo differenziale

5.1 Derivate
5.1.1 Calcolare le derivate delle funzioni

(a) log3(1 + 2?)

Risposta.

3 /_ 6zlog?(1+2?)
(a) (log 1+ 2?) ) —ir2

’
tgx — x( 1+tga
(%) - ),
g

tg?x

(c) (sin*(3 — 23:)) —4sin(3 — 2z) cos(3 — 2z);
o zlogzr —1

(@) (logx) " zlogz i

(e) (cos®(1— :1:2)) = 6z cos?(1 — z?) sin(1 — 2?);

) (logm> 7171: + 222 log:v’

1—z? z(1 — x2)?

(9) (") =" (1 - 20);

(h) '_1+smx—mcosm
l—l—smx © (1+4sinz)?2

5.1.2 Calcolare

(a) D (:r tg(l+ x2))
(b) D(arcsin(l + 33:3)>

(© D( 1+sinm)

1—cos?x
(d) D(log(log(az + 1)))

35
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Risposta.
(a) D (wtg(l+2)) = tg(l +2°) + 222(1 + tg>(1 + 22));
(b) D<arcsin(1 + 3303)) _ 922

1+sinx ) _ cosz(2+sinz)

s

(c) D(

1—cos?2x sin® x

1

(d) D(log(log(x + 1))) = DT

5.1.3 Calcolare
(a) D (2)

(b) D@
(c) D (22ine)
(d) Dz*

(e) D[2%]

(f) D [(logz)*e*]
(g) Dsin(e ™).
Risposta.

(a) D (2”2) =92 log2 - 2z;

(b) D x  logx—2

log?z  log®z '
(c) D (z*°"%) = g2 " (2 coszlogx + 2—81236);
(d) Dz*" = z*" (2’ log 2logx + 2—),
x
(e) D [231 = 2%"3%log 2log 3;

(f) D [(logz)e*] = (log:r)logzw;

T
(9) Dsin(e™*) = —e “cose ™.
t 1
5.1.4 Provare che per = € (0,1) vale D {g\(/alrc_icoxszx)} =3

Risposta. Per x € (0,1) si ha

tg(arccos ) = sin(arccosx) V1 —x?
& " cos(arccosx) = x

dunque f(z) = %, da cui il risultato.

5.2 Rette tangenti

5.2.1 Scrivere l’equazione della retta tangente al grafico della funzione f nel punto di ascissa

specificato:
(a) f(x)=e", 2z =—1
(b) () = =, 2 =0
(©) 1@) = g = /A
@) f()= —
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5.2.2

5.2.3

5.2.4

5.2.5

5.2.6

5.3

5.3.1

Risposta. Ricordando che l’equazione della retta tangente al grafico di una funzione f(x) nel punto di
ascissa To & data da y — f(zo) = f'(x0)(x — z0), si ricava:

(a) y=2z/e+3/e;

b)) y=z+1;
(¢) y=—2x+w/2+1;
(d) y=2—z/e.

Dire se le seguenti funzioni f sono derivabili nei punti di cui € indicata sotto 1’ascissa; scrivere,
se esiste, I’equazione della retta tangente in tali punti:

1

(a) f(z) =+/3xz — 1, nei punti 1, 3

(b) f(z) = vz + 1, nei punti —1, 1.
Risposta.

(a) In 1 la funzione f ¢& derivabile e in 1 la sua derivata f'(z) =

della retta tangente & dunque y — /2 = %
st tratta di un punto a tangente verticale.

2\/% vale 3v/2/4; Uequazione

(x —1). Nel punto + la funzione non ¢ derivabile:

1 1 .p ;
Yy ey vale Y7l l’equazione
della retta tangente é dunque y — /2 = 3—%/1(97 —1). Nel punto —1 la funzione non & derivabile:
si tratta di un punto di flesso a tangente verticale.

(b) In 1 la funzione f ¢é derivabile e in 1 la sua derivata f'(z) =

Nell’intervallo (0, +00) si considerino le funzioni f(z) =logx e g(x) = arctg x. Dire se vi ¢ un
punto zg in cui le rette tangenti ai grafici di f e g in (3:0, f(xo)), rispettivamente (mo,g(xo)),
sono parallele.

Risposta. La tangente al grafico di f mel punto (xo, f(x0)) ha coefficiente angolare f'(zo) = 1/z0 ,
quella al grafico di g in (xo, f(x0)) ha coefficiente angolare g'(x0) = 1/(1 + x3). Le due rette sono
1

parallele quando — = ———, cioé 2 —x0 + 1 = 0. Tale equazione non ammette soluzioni reali
) 14+ x5
perché il suo discriminante A & negativo; dunque non esiste il punto xo cercato.

Si considerino le funzioni f(z) = 222 e g(x) = 3. Dire per quale 7y € R le rette tangenti ai
grafici di f, g nei punti (zg, f(z0)), rispettivamente (xq, g(xo)), sono perpendicolari tra loro.

Risposta. La tangente al grafico di f nel punto (zo, f(z0)) ha coefficiente angolare f'(zo) = 4z , quel-
la al grafico di g in (20, g(x0)) ha coefficiente angolare g’ (x0) = 323. Le due rette sono perpendicolari
quando 4xo - 3x3 = —1, cioé xo = —1/v/12.

Si consideri la funzione f(z) = 3. Dire in che punto zo dell'intervallo [0, 1] la retta tangente
al grafico di f nel punto (zg, f(x¢)) ha pendenza 1. Scrivere I’equazione di tale retta tangente.

Risposta. Il coefficiente angolare della retta tangente nel punto (x, f(x)) & f'(z) = 3z2. Siha f'(z) =1
1 1
sexr = iﬁ; pertanto xo = —. Nel punto ( la retta tangente ha equazione y = x—

1 1 2
V3 V3 3V3 3V3

Si consideri la funzione f(z) = z? in [0,+00); scrivere I'equazione della retta tangente al
grafico nel generico punto (xg, f(xo)); scrivere equazione della perpendicolare a tale retta
passante per il punto (zg, f(z¢)); determinare il punto z( in modo che i punti di intersezione
di tali rette con I’asse x siano simmetrici rispetto a zq.

Risposta. L’equazione della retta T tangente al grafico di f nel punto (xo, f(x0)) &y = xf + 2z0(z —
x0). L’equazione della perpendicolare N ¢ y = z2 — ﬁ
xo — %2, mentre N interseca lasse x in xo + 2x3. Tali punti sono simmetrici rispetto al punto zo se
Zo

_ 3 L 1
3 = 2xp, cioe se To = 3.

(x — o). La retta T interseca l'asse x in

Derivate formali

Calcolare formalmente

(b) D (f(x)9®)
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) DT
@ (7 (555))
Risposta.
1 Na(z) - o (2
(P 7 (o) = (i"? ?cy)(w?)( ’
(b) D (@)*™) = f@)°@) (g (@) log f(2) + g(x) J;<(f)) >
© Dy =

0o (5) =7 () 2
5.3.2 Calcolare
(a) D(f(1+2+g(x))
(b) D(f(1+2)-g(1-2))
(©) D(f(g() = gl +1)))
(@) D(f (wg(x))) -
Risposta.
() D( £+ o+ gl@)) = 7+ o+ g(0)) - (144 ()
) D(F1+2)- 90~ 2)) = (14090 =) = 01+ 01~ 2);
(c) D<f(g(w) —gla+ 1))) = f'(g(2) = gla+ 1) (¢'(x) = g (w + );
(@) D(f 2g(e)) = F(agla) - (o(a) + 25'0)).

5.3.3 Calcolare D ( f(z)9@h@)) .

Risposta. D (f(2)" ")) = 10y { (o @)hla) + 9 () ) Yo @) + g()h(0) .

5.4 Derivazione delle funzioni inverse

5.4.1 Dire se la funzione f(x) = 2*

la. sua restrizione lo e.

e” & invertibile in R. In caso negativo specificare in quali intervalli

Risposta. Sia ha f'(z) = z?e®(x+3). La funzione f non ¢ monotona in R e pertanto non ¢ invertibile
in R. E’ invece invertibile la sua restrizione all’intervallo (—oo,—3], in quanto f & ivi strettamente
decrescente, e la restrizione all’intervallo [—3,400), in cui f ¢ strettamente crescente.

5.4.2 Si consideri la funzione f(x) = ze™".

(a) Disegnare il grafico di f.
(b) In quali intervalli ¢ invertibile?
(¢) Provare in particolare che f & invertibile in 0 e calcolare la derivata della funzione inversa

f~Y(y) nel punto y = £(0).

Risposta. Vedi Figura 5.2. La funzione ¢é invertibile negli intervalli (—oo,1], e [1,+00) perché in
essi ¢ rispettivamente monotona crescente, decrescente; in particolare, siccome f~1(0) = 0, si ha

—1y/ 1
U O=Fg =1
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-2 | | | | |
-5 -4 -3 -2 -1 0 1
X
Figura 5.1: Vedi Esercizio 5.4.1.
xe
1 T

Figura 5.2: Vedi Esercizio 5.4.2.

5.4.3 Si consideri la funzione f(z) = 23 + z. Provare che & invertibile. Indicata con f~l(y) la
!
(2).

Risposta. Siccome f'(x) = 32> 4+ 1 > 0 Vz € R, la funzione f(x) ¢ monotona crescente su tutto R,
1

funzione inversa, dire dove essa & derivabile e calcolare poi f~1(2), ( f _1)

dunque ¢& invertibile. La funzione f~'(y) & derivabile su tutto R, poiché (fil)/ (y) = @) T =
x
7 (y) ed f'(x) non possiede zeri. Per calcolare f~(2) si dovrd risolvere I’equazione 2° +x —2 =0,
1 1
la quale ha come unica soluzione x = 1. Dunque ¢ f~*(2) =1, ed (ffl)/ (2) = m =71

5.4.4 Si considerino le seguenti funzioni f; determinare il loro dominio, motivare la loro invertibilita,
calcolare (f~1)'(yo) nei punti yo indicati:

(a) f(z) =logz+ e, yo = f(1)
(b) f(x)=€e"4+Vr+1,y = f(1).

Risposta.

(a) Il dominio di f ¢ (0,400); f'(z) =L+ 2ze”” > 0, dunque f ¢ strettamente monotona e percio
invertibile. Infine

I B
(b) Il dominio di f & [—1,+00); f'(z) = €* + ﬁ > 0, dunque f é strettamente monotona e
percio invertibile. Infine
_ 1 1
(f71) (o) = =

f/(l) e—‘,—ﬁ '

5.4.5 Provare che la funzione f(z) = z + arctgz ¢ invertibile e calcolare (f~1)(0).

Risposta. Si ha f'(x) =1+ ﬁ > 0; dunque f é strettamente crescente, dunque invertibile. Inoltre
f(z) =0 se e soltanto se z = 0. Percio

U0 = 55 = 5
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5.5 Funzioni derivabili e non derivabili

5.5.1 Dire in che punti le funzioni definite qui sotto non sono derivabili, motivando la risposta:

Risposta.

(a) Non é derivabile in x = 0 perché D (sin|z|) = cos |z|- D(|z|), e |z| ha in zero un punto angoloso;
(b) non é derivabile in x = 1, perché la funzione &y ha in y =0 un flesso a tangente verticale;
(¢) non & derivabile in x = 1 perché |y| ha in zero un punto angoloso;

(d) non é derivabile nei punti x = kr, k € Z, cio€ negli zeri della funzione y = sinx, dove si hanno

infiniti punti angolosi.

5.5.2 Disegnare i grafici delle seguenti funzioni; dire in quali punti sono continue e in quali sono

derivabili:
1 se x < —1 z+1 sex<—1
flz)y=4 22 se —1<z<1 g(z)=¢ 0 se —1<z<1
1 sex>1, T sex>1.

Risposta. Vedi Figura 5.3. La funzione f é continua su tutto R e derivabile per ogni x # £1; i punti
x = +1 sono punti angolosi. La funzione g € continua per ogni x # 1 e derivabile per ogni x # +1;

il punto x = —1 é un punto angoloso.
f g
3 2
2 1
> 1—\/7 > 0
0 1 -1
-1 -2
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2
X X

Figura 5.3: Vedi Esercizio 5.5.2.

5.5.3 Studiare continuita e derivabilita delle funzioni

(a) f(x):{ 2 ser>0

x sex <0

cosr sex>0
(b) f(x)—{ z+1 sex<0

(©) f(x)—{f” sew >0

sex <0.

@ s@={ 5 ezl

sex <0.

Risposta. Tutte le funzioni sono continue e deriwabili in R\ {0} perché le loro restrizioni a (0,+00)
e (—00,0) lo sono; Rimane da considerare il solo punto 0.

(a) La funzione f é continua in 0 poiché limgz oy f(z) = limy—o— f(z) = 0. Considerando poi i
limiti dei rapporti incrementali limp 0+ M si trova che f (0) = f.(0) = 0, dunque f ¢
derivabile in 0 con f'(0) = 0.
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(b) La funzione f é continua in 0 poiché limgy— o+ f(x) = limg—o— f(x) = 1. Procedendo come sopra
st trova che f(0) =0 #£ 1= f'(0); dunque f non ¢ derivabile in 0, e 0 & un punto angoloso.

(c) La funzione f & continua in 0 poiché limz—o4 f(z) = limg—o— f(z) = 1. Inoltre f1(0) =1 #
0 = f..(0); dunque f nmon é derivabile in 0, essendo 0 un punto angoloso.

(d) La funzione f & continua in 0: limg—o4 f(x) = limz—o— f(z) = 0. Inoltre f1(0) =0 = f'(0);
dunque f ¢ derivabile in 0, con f'(0) = 0.

5.5.4 Si consideri la funzione f(z) = cotg(arcsinz). Stabilire il dominio, discutere la derivabilita,
calcolare la derivata.

Risposta. La funzione é definita per gli x € [—1,1] tali che arcsinx # km, k € Z; il dominio ¢ dunque
D =[-1,00U(0,1]. In D si ha

vi—a? sex € (0,1]
cotg(arcsinzx) = h
———  sez€[-1,0).
x
Pertanto, per x € (—1,0) U (0,1) si ha
. sex € (0,1)
, 2. /1 — 12 ’
flly=4 ©Vi—e
m sex € (—170)

5.5.5 Dare un esempio di una:

a) funzione continua con un punto angoloso in z = 1;

(a)

(b) funzione convessa se x < 0 e concava se x > 0;

(¢) funzione continua in (0, 1) non limitata;
)

(d) funzione definita in R concava e negativa.
Risposta.

(a) Si prenda ad esempio f(z) = |z — 1|;

(b) si prenda ad esempio f(x) = arctgx;

1

(z)
(c) si prenda ad esempio f(z) =1/xz;
=15

(d) si prenda ad esempio f(x) =

5.5.6 Dare un esempio di una funzione continua in (—oo, +00) \ {0}, discontinua in 0, non derivabile
nei punti £1.

Risposta. Vedi Figura 5.4. Si prenda ad esempio f(x) = |z — 1| |x + 1| +sgnz.

[x=1|Jk+1|+sgn(x)
4 \

Figura 5.4: Vedi Esercizio 5.5.6.

5.5.7 Disegnare il grafico di una funzione f con f > 0, f/(0) < 0, f/(1) > 0. Scrivere una espressione
analitica di una tale funzione.

Risposta. Si prenda ad esempio f(z) = z* —x + 1.
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5.5.8 Disegnare il grafico di una funzione f concava, negativa, crescente. Scrivere una espressione
analitica di una tale funzione.

—x

Risposta. Basta prendere f(x) = —e

5.5.9 Si considerino le funzioni f, g definite da:
ae " sex >0
(a) f(x){l+m2 sex <0
_ J a+sinbx sex >0
(b) g(x){l—l—mQ se x < 0,

dove a, b € R. Dire per quali a, b le funzioni f, g sono

e continue
e derivabili

e derivabili 2 volte.

Risposta. Entrambe le funzioni sono infinitamente derivabili in (—oo, 0)U(0, +00). Dobbiamo pertanto
studiare soltanto il loro comportamento in x = 0.

(a) Poiché f1(0) = a, f-(0) = 1, la funzione f é continua solo se a = 1 e per ogni valore di b ;
poiché [ (0) = —b, f(0) =0, ¢& derivabile se inoltre b =0 ; pioché f7(0) =0, f’(0) =2, non
e derivabile 2 volte per nessun a, b ;

(b) f+(0) = a, f—-(0) = 1, quindi g & continua solo se a = 1 e per ogni valore di b; f\(0) = b,
f2(0) = 0, quindi g é derivabile se inoltre b = 0; fY(0) = 0, f”(0) = 2, quindi g non ¢
derivabile 2 volte per nessun a, b.

5.6 Calcolo di limiti con la regola di de ’Hospital
5.6.1 Calcolare
(a) lim o3

z—0t x

log(1 + €2*) — log 2
(b) lim og(l +e™) —log

z—0 3x
. ™
(c) zgrfocx - (arctgx — 5)
Risposta.

(a) Il limite si presenta nella forma indeterminata del tipo
e troviamo

0 . . . . ) .
os applichiamo la regola di de I’Hospital

2% — 3% 2% log2 — 371
lim 3 = lim 2"log2 — 3" log3 =log2 — log 3.
z—0t xT z—0t 1

(b) Il limite é nella forma indeterminata %; applichiamo la regola di de I’Hospital e troviamo

2x

2zy _2e”°
lim log(1 + €*®) — log 2 _ i e _ 1 .
z—0 3z z—0 3 3

(c) Il limite si presenta nella forma indeterminata oo - 0; portando il fattore x a denominatore e
applicando la regola di de I’Hospital si ha:

) ™ . arctgr — % ) —z?
lim z-(arctgz — —) = lim ———2 = lim —— =—
r—4o00 2 x——+o00 = z— 400 1 + x2

5.6.2 Calcolare

2
(a) lim — x
z—0 sinz — log(x + 1)
e —(1+2)?
(b) Jim ——5——

Risposta.  Entrambi i limiti sono nella forma indeterminata 0/0, le formule asintotiche al primo
ordine non sono direttamente applicabili in quanto siamo in presenza di differenze (e non di prodotti
o quozienti). Applicando due volte la regola di de I’Hospital si ottiene
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2
2 2
(a) lim — il = lim id — = lim - T =2
z—0 sInx — log(x =+ 1) z—0 CcOS T — =T z—0 —sinx + @i
2x 2 2x
— (1 — (1
) lim T UFDT 0D g g o)
z—0 €T z—0 xT z—0
. .ot =1
5.6.3 Calcolare, se esiste, lim .
x—0+ €T
Risposta. Applicando la regola di de I’Hospital e ricordando che x° = e®'°8® si ottiene
.oz =1 . ©
lim = lim 2" (logx 4+ 1) = —o0.
z—0+ €T z—0+

5.7 Studi di funzione

5.7.1 Studiare le seguenti funzioni e disegnarne il grafico:
1
(2) -
z—1

(b) e2x

(c) x2e”

(d) (z—1)e* .
Risposta. Vedi Figura 5.5.

(a) La funzione é definita per ogni x # 0; la retta x = 0 & asintoto verticale; per x — 400, l’asintoto
orizzontale ¢ y = 0, per t — —o0 mon ci sono asintoti; in r = —2 c¢’é un minimo, il minimo
vale 62/4; la funzione é convessa, non ci sono punti di flesso;

(b) la funzione ¢ definita su tutto R; per x — +o0, 'asintoto orizzontale ¢ y = 0, per x — —oo non
ci sono asintoti; in x = 3/2 ¢’é¢ un massimo, il massimo vale 5637 inx =2 c’é¢ un flesso;

e

(¢) la funzione é definita su tutto R; per x — —oo, 'asintoto orizzontale é y = 0, per x — 400 non
ci sono asintoti; in x = —2 ¢’& un massimo, il massimo vale 4/62,' il punto © = 0 & di minimo;
i punti x = —2 4+ /2 sono di flesso;

(d) la funzione é definita su tutto R; per x — —oo, l’asintoto orizzontale éy = 0, per x — +00 non
ci sono asintoti; in x = 1/2 ¢’¢ un minimo, il minimo vale —1/2e; il punto x = 0 é di flesso.

5.7.2 Studiare le seguenti funzioni e disegnarne il grafico:

Risposta. Vedi Figura 5.6.
(a) Dominio: R; asintoti: y = 0 asintoto orizzontale per x — —oo; estremi: x = —log?2 punto di
minimo; flessi: x = —log4; la funzione é convessa per x > —log4, concava per x < —log4;

(b) dominio: 10, +o0l; asintoti: x = 0 asintoto verticale, non ci sono asintoti orizzontali o obliqui;
estremi: T = \/5/2 punto di minimo; la funzione é sempre convessa;

(¢) dominio: |—1,+o00[; asintoti: © = —1 asintoto verticale, non ci sono asintoti orizzontali o
obliqui; estremi: x = 0 punto di massimo; la funzione é sempre concava;

(d) dominio: R; asintoti: y = Fr/2 asintoti orizzontali rispettivamente per x — +00; la funzione é
monotona decrescente, concava per x < 1, convessa per x > 1; flessi: x = 1.

5.7.3 Studiare le seguenti funzioni e disegnarne il grafico:
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1/(x%e%) (x-1)/e®
10 0.5
8
0
6
> >
4
-0.5
2
0 -1
-6 -4 -2 0 1 2 3
X X
x2e* (x-1)e>
4 4
3
3
2
> 2 > 1
0
1
-1
0 -2
-4 -2 - 0 1 2
X X
Figura 5.5: Vedi Esercizio 5.7.1
e¥*—eX x2—log(x)
5 5
4 4
3
3
> 2 >
2 -
1
0 1
1 0
-3 -2 -1 0 1 0 0.5 1 1.5 2
X X
log(x+1)—x arctg(1-x)
1 15
0 1
0.5
-1
> > 0
-2
_0.5 .
4 -15
-1 0 1 2 3 -4 -2 0 2 4

Figura 5.6:

Vedi Esercizio 5.7.2.
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(¢)
(d)

log(1 + 2?)

1
— +logx
x

Risposta. Vedi Figura 5.7.

(a)

(b)

(c)
(d)

1 1 1

- — —— = ———: domingo: la funzione ¢é definita per ogni x € R\ {0,1}; asintoti: © =0,
z z—1 z(1-—2)

x = 1 asintoti verticali, y = 0 asintoto orizzontale a £oo; estremi: x = 1/2 punto di minimo;

la funzione & convessa in (0,1), concava altrove;

st tratta di una funzione dispari; dominio: R; asintoti: y = 1 asintoto orizzontale a +o0, y = —1
asintoto orizzontale a —oo; la funzione é monotona crescente, concava per x > 0, convessa per
r < 0;

st tratta di una funzione pari; dominio: R; la funzione non possiede asintoti; estremi: r = 0

punto di minimo; flessi: x = £1; la funzione é convessa in (—1,1), concava altrove;

dominio: (0,+00); asintoti: x = 0 asintoto verticale, non ci sono asintoti orizzontali o obliqui;
estremi: x = 1 punto di minimo; flessi: x = 2; la funzione é convessa per x < 2, concava per
T > 2.

1/x-1/(x-1) X/(1+|x])

10 1
5 0.5
> 0 > 0
-5 -0.5
-10 -1

-2 -1 0 2 -2 -1 0 1 2

X X
Iog(l+x2) 1/x+log(x)
5 5
4 4
3 3
> >

2 2
1 1
0 0

-10 -5 0 10 0 2 4 6

Figura 5.7: Vedi Esercizio 5.7.3.

5.7.4 Studiare le seguenti funzioni e disegnarne il grafico:

(a)
(b)

()

(d)

V1—x—2z2
erVE
x

log x

z(2—z)e*

Risposta. Vedi Figura 5.8.

(a)

(b)

La funzione é definita in [—1,1/2], derivabile in (—1/2,1/2), ed & a walori positivi; il punto
x = —1/4 é punto di massimo; la funzione é concava; infine 1 punti x = —1, 1/2 sono punti a
tangente verticale.

La funzione ¢ definita per ogni x > 0, derivabile per x > 0; non ci sono asintoti; il punto
x = 1/4 ¢ punto di minimo; la funzione é convessa; infine il punto x = 0 é a tangente verticale.
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(c) La funzione é definita in (0,+00) \ {1}; x = 1 & asintoto verticale, non ci sono asintoti oriz-
zontali, lim,_, o+ f(x) = 0; il punto x = e & punto di minimo; la funzione ¢ convessa in (1,€?),
concava altrove; il punto x = e? & di flesso.

(d) La funzione ¢ definita su tutto R; y = 0 & asintoto orizzontale a +oo; x = 2 — /2 ¢ punto di
massimo, © = 2 + v/2 & punto di minimo; la funzione & convessa in (3-— V3,34 \/§), concava
altrove; i punti x = 3 4+ /3 sono di flesso.

1/2

(1—X—2X2)1/2 XX
1.5 3
25
1 2
> > 1.5
0.5 1
0.5
0 0
-1 -0.5 0 0.5 0 1 2 3
X X
x/log(x) x(2-x)e™*
4 1
3
2 0
1
> > -1
0
_l _2
-2
-3 -3
0 1 2 3 4 5 -2 0 2 4 6 8
X X

Figura 5.8: Vedi Esercizio 5.7.4.

5.7.5 Studiare le seguenti funzioni e tracciarne un grafico approssimativo:

1
(2) z—1—22
1
b) —
()x2—2x—|—2

Risposta. Vedi Figura 5.9.
(a) La funzione é definita in R; y = 0 & asintoto orizzontale a +oo; il punto x = 1/2 ¢ di minimo;
la funzione é convessa in (0,1), concava altrove; i punti x =0, 1 sono di flesso.

(b) La funzione é definita in R; y = 0 & asintoto orizzontale a +oo; il punto x = 1 é di massimo;
la funzione & concava in (0,2), convessa altrove; i punti x = 0, 2 sono di flesso.

xz?2—1
5.7.6 Studiare, senza esaminare la derivata seconda, la funzione f(z) = 212 classificandone i
x

punti di non derivabilita.
Risposta.
(a) Siveda la Figura 5.10. Il dominio é D = (—2,—1] U [1,400); si ha limy— 4o f(x) = +00, non

vi sono asintoti obliqui. La retta x = —2 & un asintoto verticale da destra. La funzione f mnon
e derivabile nei punti £1, entrambi punti a tangente verticale; pit precisamente

/ _ o SO+ = f() | h+2
@) = lim T = i h(h+3)
fL(=1) = lim fElth) = f=

. _ h—
ho— h = h(h+ 1)
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1/(x-1-x?) 1/(x%>-2x+2)
0 1
0.8
-05
0.6
> >
0.4
-1
0.2
-15 0
=2 -1 0 1 2 -2 0 2 4
X X

Figura 5.9: Vedi Esercizio 5.7.5.

Si ha, per ogni x € (—2,—1) U (1, +00),

, 1 /242 2?2+4z+1
f'@)=3 : :
2Va2—-1 (x+42)2

Pertanto f ¢ decrescente in (—2,—1) e crescente in (1,+00).

((P-1)/(x+2))"?

5.7.7 Studiare le
derivabili:

-15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2

Figura 5.10: Vedi Esercizio 5.7.6.

seguenti funzioni f e disegnarne il grafico. Dire se le funzioni f sono continue o

Risposta. Vedi Figura 5.11.

(a) La funzione é definita in R\ {1}; x = 1 é asintoto verticale, y = 1 & asintoto orizzontale a +0oo,

y=-1

e asintoto orizzontale a —oo ; il punto x = 0 é punto di massimo; la funzione é concava

in (0,1), convessa altrove; la funzione f é continua in tutto il dominio, derivabile per x # 0: in

r=0s

i ha un punto angoloso.

(b) La funzione & definita per ogni x # 0, ed & una funzione dispari; x = 0 & asintoto verticale, y = 1
é asintoto orizzontale a +0o, y = —1 ¢ asintoto orizzontale a —c0 ; la funzione é crescente, ed
e convessa per x < 0, concava altrove; la funzione f é continua e derivabile in tutto il dominio.

5.7.8 Studiare la

funzione f(z) = e*1*~. Dedurne il grafico della funzione g(z) = e =)=,

Risposta. Vedi Figura 5.12. La funzione f é definita in R, positiva, continua in R perché composta

di funzioni c

ontinue, sicuramente derivabile se x # 1, e

2
e’ 7% sex>1
) = =
@) {

sex <1.
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Ix|/(x-1) (Ix|=1)/x

4 2
2 1
> 0 > 0
-2 -1
-4 -2

-4 -2 0 2 4 -2 -1 0 1 2

X X

Figura 5.11: Vedi Esercizio 5.7.7.

Da questa scrittura si deduce subito che limg— 400 f(x) = 400, limg——oo f(x) = 0; non vi & asintoto
obliquo a 400, la retta y = 0 ¢é asintoto orizzontale a —oo. Inoltre, se x # 1

Flz) = { (2z — 1)696273: sex>1

(1- 2‘7})617052 sex <1.

Ne seque che x = 1/2 ¢ un punto di massimo relativo (con massimo ¥e) e x =1 ¢ punto di minimo
relativo (con minimo 1). Per quanto riguarda la derivabilita nel punto 1 si ha, ad esempio usando la
regola di de L’Hospital,

(1+h)2—(1+h) h2+h
, . . e -1 e -1
) = hl—lgl-a- h —hl_l)]f(I)1+ h =1
(1+h)—(1+h)? —h%_h
/ _ . e —1 . . e —1 _ )
L T

pertanto la funzione non é derivabile nel punto angoloso 1. Infine

" o (4x2 —4x + 3)61271 sex >1
f (17) - 2 z—a?
(42° — 4z — 1)e sex <1.

1-v2

572) U (1,400) e concava in (%, 1); il punto =22

2

Dunque f é convessa in (—oo,
1/4

e un punto di
flesso in cui f vale e™

Si noti ora che g(x) = f(1 — x); pertanto il grafico di g si ottiene da quello di f esequendo dapprima
una simmetria rispetto all’asse y (x — —x) e poi traslando il grafico ottenuto verso destra di 1.

exp(x|x-1[) exp((1-x)Ix|)

3 3
2.5 2.5
2 2
> 15 > 15
1 1
0.5 0.5
0 0

-2 -1 0 1 2 -1 0 1 2 3

X X

Figura 5.12: Vedi Esercizio 5.7.8.

5.7.9 Studiare la concavita e la convessita delle seguenti funzioni; calcolarne poi i limiti a 00 e
con questi dati tracciarne un grafico approssimativo.
(a) 23 — 222+ +1
(b) 1 —x+a2—23
(c) w(4 —z +22/2)
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(d) 1 -3z +2?—2°.
Risposta. Vedi Figura 5.13.
(a) La funzione é concava per x < 2/3, convessa per x > 2/3; si ha xgrjl;loo f(x) = too;
(b) la funzione é concava per x > 1/3, convessa per x < 1/3; si ha 96Llrﬂrzloo f(z) = Foo;
(c) la funzione é concava per x < 2/3, convessa per x > 2/3; si ha ZEI:EOO f(z) = too;

(d) la funzione é concava per x > 1/3, convessa per x < 1/3; si ha lirjrzl f(z) = Foo.
Tr—r 00

x3-2x+x+1 1-x+x2-x°

3 15
2

10
1

> 0 > 5
-1

0
-2

-3 -5

-1 0 1 2 -2 -1 0 1 2
X X
x(4—x+x2/2) 1-3x+x°-x°

15 100

10 1 50

> 5 > 0

0 -50

-5 -100

-1 0 1 2 3 = -2 0 2 4
X X

Figura 5.13: Vedi Esercizio 5.7.9.

Si cousideri la funzione f(z) = logx — log(x — 1). Scrivere il dominio di f, studiarne gli
asintoti e la convessita.

Risposta. Dominio: (1,400); © = 1 asintoto verticale, y = 0 asintoto orizzontale; la funzione é
sempre convessa.

1
o lter’
Risposta. Vedi Figura 5.14. Dominio. R; asintoti: y = 0 asintoto orizzontale per x — +oo, y =1

asintoto orizzontale per x — —oo; la funzione ¢ monotona decrescente, x = 0 é un punto di flesso in
cui la funzione da concava diviene convessa.

Studiare la funzione (limiti, asintoti, massimi, minimi, flessi, convessita) f(x)

Altri esercizi
Studiare il grafico della funzione polinomiale f,(z) = x® — x + a, con a € R. Per quali valori
di a la funzione f, ha un unico zero? Per quali valori di a la funzione f, ha tre zeri?

Risposta. Vedi Figura 5.15. Il dominio di f, € R; al variare di a i grafici sono traslati verticalmente.
Se a = 0 la funzione & dispari. Inoltre fi(x) = 32> — 1 =0 se x = £+/3/3; dal segno di f., si deduce
che —\/3/3 ¢ un punto di massimo (con massimo relativo 21/3/9 ~ 0.38), V/3/3 un punto di minimo
(con minimo relativo —2+/3/9). Si ha poi che f(x) = 6x, dunque f ¢ concava se x < 0 e convessa
se x > 0; il punto 0 ¢ di flesso. Infine limio fo(z) = £00 € non vi sono asintoti obliqus.

Posto f(x) = fo(x) = 2® — , la funzione f, ha uno o tre zeri a seconda che equazione f(x) = —a
abbia una o tre soluzioni. Ricordando i valori del massimo e del minimo relativo trovati sopra si
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1/(1+e%)

0.8

0.6

0.4

0.2

Figura 5.14

0.5

Figura 5.15: Vedi Esercizio 5.8.1.

: Vedi Esercizio 5.7.11.

a=2*3"29

0.5

a=-1

0.5

> -0.5




5.8. ALTRI ESERCIZI 51

deduce che se a € (—2v/3/9,2v/3/9) allora 'equazione f(x) = —a ha tre soluzioni, se a < —2v/3/9 o
a > 2v/3/9) Uequazione f(x) = —a ha una sola soluzione.

1
5.8.2 Si consideri la funzione f,(z) = az® — ot

x — 6a, con a # 0. Per quali a la funzione f,
ammette sia massimo che minimo? Studiare la funzione f;.

Risposta. Si veda Figura 5.16. Condizione necessaria affinché fo, ammetta sia massimo che minimo
¢ che lequazione fi,(x) = 0 abbia due radici distinte. Si ha

1
fo(z) = 3az® — at
2
Sea > 0 troviamo le due radici distinte x = + ag;l, sea < 0 abbiamo due radici distinte x = £ “6'*;1

a condizione che a < —1. Dal segno della derivata prima si vede subito che a tali valori corrispondono
un punto di minimo e un punto di massimo. Percio f, ammette sia massimo che minimo se a < —1
oa>0.

Poniamo poi fi(z) = f(x) = z® —x — 6. Si noti che dalla regola di Ruffini > —x —6 = (x —2)(z* +
2z + 3). La funzione ha un punto di massimo relativo in —v/3/3 e un punto di minimo relativo in
V3/3; & convessa in (0, +00) e concava in (—o0,0).

a=1 a=-1/2
5 10
5
0
> >~ 0
-5
-5
-10 -10
-2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3
X X
a=-2
15
14
13
>
12
11
10 -5
-1 -0.5 0 0.5 1 -2 -1 0 1 2

Figura 5.16: Vedi Esercizio 5.8.2.

5.8.3 Si consideri la funzione f(x) = 22v/a? — 22, dove a & un numero reale positivo.

(a) Studiare la funzione f (senza studiarne la convessita) e disegnarne il grafico.

(b) E derivabile (eventualmente solo da destra o da sinistra) la funzione f nei punti +a?
(¢) Far vedere graficamente come cambia il grafico di f al crescere del parametro a.
Risposta. Vedi Figura 5.17. La funzione é definita in [—a,a], € pari ed ha valori in [0,4+00); i suoi

zeri sono x =0, x = +a; i punti x = £+/2/3a sono di massimo; la funzione non é deriabile in +a,
dove si hanno flessi a tangente verticale.

b) — f(a

fO) = fla) _ f'(c), dove ¢ € (a,b),

5.8.4 Ricordando la formula del valor medio di Lagrange, 5
a

trovare ¢ nel caso:
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a=1 a=2
25 25
20 1 20
15 1 15
> >
10 1 10
5 1 5
. . [~ )
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4
X X
a=3 a=4
25 25
20 1 20
15 1 15
> >
10 1 10 :
5 1 5
0 0
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4
X X

Figura 5.17: Vedi Esercizio 5.8.3.

(c) flz)=1/23,a=1,b=2

(d) f(x):H%,azo,b:Q.

Risposta. Si ha:

(a) f'(c) = —1, quindi —3z> = —1 cioé x = +1/+/3, c = 1//3 € (0,1);
) fl(c)=2,2z—-1=2,c=3/2;

(c) f'(c)=—T7/8, =3/a* = —7/8, v = £/24/7, c = {/24/7 € (1,2);
(d) f'(¢)=-1/3, —(1+z)2=-1/3, c=+/3—1.

5.8.5 Dare un esempio esplicito di una funzione definita in R:

a) crescente e concava

(
(b
(c

(d) positiva e crescente

) decrescente e convessa
) negativa e concava
e disegnarne approssimativamente il grafico.

Risposta. Vedi Figura 5.18. Si prendano ad esempio:

(a) —e™%;
(b) e7*;

(c) —€e*;

(d) e®.

5.8.6 Dare un esempio esplicito di una funzione f derivabile ovunque tranne che nei punti 1 e —1.
Risposta. Si prenda ad esempio f(z) = |1 — z?|.
5.8.7 Calcolare la retta tangente al grafico delle seguenti funzioni f nel punto (1, f(1)) e disegnare

un grafico approssimativo di tale retta. Calcolare poi la derivata seconda della funzione f nel
punto 1 e dedurne un grafico approssimato nell’intorno del punto 1:
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- % e~

0 3
-0.5 2.5
-1 2
> -15 > 15
-2 1
-2.5 0.5
-3 0

-1 0 1 2 3 -1 0 1 2 3

X X

Risposta. Vedi Figura 5.19. Si ha:

(a) tangente: y = —x + 2, f"(1) = 3, dunque f nel punto 1 ¢ convessa e il grafico sta sopra alla
retta tangente;

2
() y= g(x —1) +1log3, f"(1) = 2/9, f nel punto 1 é convessa e il grafico sta sopra alla retta

tangente;

(c) y = w(x —1), f'(1) = —=, dunque f nel punto 1 ¢ concava e il grafico sta sotto alla retta
tangente;

(d) y = —2e%x + 3%, f'(1) = 2e2, dunque f nel punto 1 ¢ convessa e il grafico sta sopra alla retta

tangente.
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@) (b)

2
15
> 1
0.5
0
0
X X
() (d)
1 20
0.5 15
> 0 > 10
-0.5 5
1 0
0.5 0.5

Figura 5.19: Vedi Esercizio 5.8.7.



Capitolo 6

Calcolo integrale

6.1 Primitive
Negli esercizi seguenti si sottintende che la costante di integrazione ¢ (o C) & reale ed arbitraria.

6.1.1 Siano f e G due funzioni definite in un intervallo. Se G ¢ una primitiva di f’, di chi & primitiva

1
la funzione —7?
G
Risposta. Poiché G’ = f' ne seque che G(z) = f(x) + C, per C € R. Inoltre
1 / _G/ _f/
<5> S groE
Dunque é e primitiva di ﬁ

6.1.2 Determinare tutte le primitive della funzione f : R — R definita da

(a) f(x)—{ gina: iig
1 <0

cosr x>0.

o) 56 = {

Risposta.

(a) Una primitiva della funzione 0 in (—o0,0] ¢ la funzione costante c, per ¢ € R; una primitiva di
sinz in (0,+00) é —cosx + d, per d € R; poiché una primitiva F di f deve essere derivabile,
dunque continua, occorre che limg_o— ¢ = limgy_04(—cosz +d) = F(0), da cui d =c+1, e in

conclusione
c z<0

Fw) = { —cosz+c+1 x>0
st verifica subito che F & derivabile;

(b) Analogamente, una primitiva della funzione 1 in (—oo,0] é la funzione x + ¢, per ¢ € R; una
primitiva di cos z in (0, 400) ésinz+d, perd € R; occorre che limg_,o— (z+c¢) = limz_o+ (sinz+
d), da cui c =d, e in conclusione

] xz+ec <0
F(m)—{ sinz+c¢ xz>0;

anche in questo caso si verifica subito che F é derivabile.

6.1.3 Calcolare

(a) / sin?(z — 1) cos(x — 1) da

95
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Risposta. Gli integrali precedenti si risolvono con la formula
f@)**!
[ @ f@d={ Tagg  e# ol
log|f(z)] sea=-1.
(a) (sin(x — 1)) = cos(z — 1), dunque

sin®(z — 1)

3 +c ceR;

/sin2(a: —1)cos(z — 1)dx =

(b) (e —6) = e, dunque

x -4z 1
/(6 76) 48 dxzfm+c7 CGR,

(c) (log(1+x)) = H%, dunque
log(1+x) ,  (log(l+x))? )
/ 2(1+2) dr = 1 +c ceR;
(d) (arctgz)’ = ﬁlgﬁ’ dunque

/arcthxdm_ arctg® e ceR

1+ x2 o 3

6.1.4 Calcolare

1

(2) /xlogl’dw
2z

(b) / Ty

(c) /7008(12/36)(195

x

(d) /ﬁdm .

Risposta.
1 1
(a) Poiché (loglogz) = - =, Uintegrale vale loglogx + ¢, ¢ € R;
logz =
(b) poiché (arctgx?)’ = %, Vintegrale vale arctgz® + ¢, c € R;
x

1Y -1 1
(c) poiché (sin 7> = cos(1/x) - —, l'integrale vale —sin — +¢, c € R;
x x x

1
V1 — 322

6.1.5 Calcolare una primitiva delle funzioni

V3, l’integrale vale L arcsinv3z + ¢, ¢ € R.

d) poiché (arcsin v/3z) =
(d) p ( ) 7

. r
22 + 42 +3
1

22 + 672 + 10
log

x
(d) zsinz

(e) (arcsinz)?

(f)
(2)

Risposta.

1+ 22
1

cosx
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T A

(a) Si ha Py P Sl | +$f3 per A= —1/2, B = 3/2, dunque una primitiva é
1 3 (x4 3)3
—=1 11+ =1 =1 - R;
20g|x+ \+20g|x+3|—|—c og o) +¢, c€eR;

(b) il discriminante del denominatore & negativo: si cerca una soluzione “completando il quadrato”:

1 1
/mdl’—/mdw—arctg(z—kiﬂ—kc,

/IOgmdaj—log T — /lngdm7
x T

2
/IOgmd:r: log erc, ceR;
T 2

(¢) integrando per parti si ottiene

percio

(d) integrando per parti si ha
/a:sinxd:r = —xcosx + /cos;tdx = —xcosz +sinz+c¢, c€R;
(e) posto x = siny, si ottiene

/(arcsinx)Qdm = /y2 cos ydy,

e integrando per parti si ricava f y? cosydy = y?siny + 2y cosy — 2siny + ¢, ¢ € R; seque che

/(arcsin x)?dr = z(arcsinz)® + 2¢/1 — 2 arcsinz — 2z + ¢;
oppure, senza cambiare le variabili ma integrando due volte per parti,

/(arcsin z)’de = /1 - (arcsinz)?dz = z (arcsin ) — arcsin x dx

2/ x
VvVi— 252
== m(arcsin w) + 2arcsin x V 1—22—2x =+ c,

i quanto una primitiva di \/% e —V1—x2;

—x

3 2
1) —
(f) poiché 1im2 = x(xlix)Q T seque
2y d 1 2T g —log V1 + 22 R;
1122 r= [ x-dr— 112 ogvV1i+z2+e¢ ce
2 2 1 1
(9) postotztgg, st ottiene/l_tht,‘ ma T = 1—t+ 1+t,pe7’ci()
1 1
1—t2dt og +c
e quindi
T
/ dx = log Flt+tc ceR
cosT 1—tg=
2

6.1.6 Calcolare

(a) /312 log zdx
(b) / ﬁdw

(c) / 1 —:eﬂ” dx
(d) / ¢" sin zdx




58 CAPITOLO 6. CALCOLO INTEGRALE

(e) /2x4i T dx.

Risposta.

(a) Integrando per parti si ottiene
2 3 2 3 ®
/3x logxdr = x logx—/x dr =x logoc—?—kc, ceR;
(b) posto x = t2, si ha dx = 2t - dt e

t 1
2 —=dt=2 [ dt—2 | ——dt =2t —2log(t+1 R
[itpie=zfa—z2 [ og(t+1)+¢ cCR,

da cui

/ x1+1dx:2\/>7210g(\/5+1)+c;

(c) posto €” =t, si hadx =1/t-dt e

1 11
/t(1+t) /<t t+1) o8

! dxr = lo ¢ + ¢
1+er geﬂ”Jrl ’

(d) integrando due volte per parti si ottiene

t
— R
t+1’+c,c€ s

dunque

2/exsinxdm:e”(sina:—cos;r)—&—c, c€eR,

da cui

-
. e’ (sinx — cosx
/ez sin zdx = % +c.

(e) Posto 2 =y si ha 2% log2dx = dy e dunque

47 1 y 1 1
do = dy = 1+—)d
/296—1“3 logQ/y—ly log2/<+y—1> Y

(2% +log |27 — 1) + ¢

(y+logly —1]) +c=

log 2 log 2

6.1.7 Calcolare

(a) / sin? z cos? x dx

(b) /112::; du
(c) /%dm

Risposta.

(a) Poiché sinx cosx = (sin2x)/2 si ha, ponendo 2z =y

1 1
/Sin2 zcos® zdx = 1 /sin2 2 dr = 3 /sin2 y dy,
dunque

1 i 1 1
/sinzxcos2xd:r: 3 (% — w> +c= 3 <x— Esin2x0082m> +c, ceR;

(b) siha 2® = (x+1)(x — 1) + 1, percio

z? 1 z?
/1+xdx:/(m—1)dx+/1+xdw:?—m+log|w+1\+c, ceR.

(c) si ha

2¢ + 1 . 2r — 2 3 . L 3
/7@_1)2dx—/i(x_l)zdx—l—/i(x_l)zdm-?log(m 1) f_l—i—c.
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6.1.8 Calcolare
(a) /Sin (logz) dx
(b) /log2(3x) dx
(c) /xarcsin(m2)dx

Risposta.

(a) Possiamo integrare due volte per parti:

/sin (logz) dz = =zsin(logz) — /cos(loga:) dz

= zsin(logz) — zcos(logz) — /sin(log x)dz

da cui

/sin (log ) dz = z(sin(log z) 2— cos(log x))

Si poteva anche fare prima la sostituzione t = log x e poi procedere nello stesso modo.

+c

(b) Integrando due volte per parti si ottiene

/log2 (3z)de = xlog®(3z)—2 /log(?)m) dx = zlog®(3z) — 2xlog(3z) + 22 + c.

(c) Integrando per parti

2 2
/xarcsin(mQ) dz % arcsin(z?) — / z 2

= 2
2 V1—uxt
2 1 4 3 2 R
D) arcsin(xz)—ki/\/f%dx: % arcsin(z?) + Q—i—c.

6.1.9 Calcolare
(a) /(x —2)%logx dx
(b) / x?sinx de
(c) /marctgxda:
(d) / log(1 + 22) da.

Risposta. Questi esercizi si Tisolvono integrando per parti:

(a)
—2)3 -2 1
/(x—Q)Qlogacdac = %loga‘—/%-;dm
53
ulogac—1/($2—631:—|—12—§> dx
3 3 T
3 2 3
= wlogm—m—+x2—4x+§loga§+c,CER;
3 9 3
(b)
/xZSinxdx = —x2cosm+/2:vcosxd:c

2 . .
= —z cosx—|—21’smx—2/s1n:cdx

= f:c2cosx+2xsinx+2cosx+c, c €R;

99
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(c)
2 2
/xarctgzdz = %arctgxf/ﬁmz)dx
2
T 1 1
= - = 1— ——
5 arctg x 2/( 1—|—x2) dzx
z? 1
= ?arctgac—i(:c—arctg:c)—i—c, ceR;
(d)
22

2 1

= zlog(l+a%) —2(x —arctgz) +¢, cE€R.

6.1.10 Calcolare

(a) /sin (2%) dx

T

| v
(¢) /rlxzdx
(d) /x22"”dx

() / log?(32) da

vi+ax
Vi—=z

Risposta. Qui sotto ¢ é una arbitraria costante reale.

() dz.

(a) Posto = =t si ottiene

sin (1) | i
dx = — | sintdt = cost+ ¢ = cos — + ¢;
x

x2

(b) posto x =t si ottiene

L 3t 3 2t 3 5 3 5
g = [ %=, dt = - log(1+t = 2 og(1 + V2 .
/\3/5(1+{°7:72) ! /1+t2 2/1+t2 5 108(1+17) +c = Jlog(1 + Va?) + ¢

(¢) poiché

1 1 1 1 1
= = + ,
2-2*  (V2-2)(V2+u) 2\/§<\/§f:c \/§+x)
si ha /3
1 1 2+x
——dr=——=1o + ¢
/ -2 T 9 B ' N
(d) si integra per parti:
20 2, / 2
2%dx = — 2z d
/w v long log 2 rar
. 27 22— 2 27 x_/ 2% dr
 log?2 log2 \ log2 log2
21 5 2z+1 2z+1
= x” — x + +c;
log 2 log? 2 log® 2
(e) integrando due volte per parti si ha
2
/logﬁ(Sx) dr = xlogi(3z) — fog3 /logS(Sx) dx

2x

1
= zlogi(3xz) — Tog3 (10g3(3w) — @> +c.
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(f) moltiplicando numeratore e denominatore per /1 + x si ottiene

V1i+zx 1+x 1 T
de = ——dr= | ——=dr+ | ——=dx
Vi—z V1—22 V1—22 V1—22

= arcsinz —V1—z2+c.

6.1.11 Calcolare
a) /\/2fx2dx

1
D [ e

(c) /Sin (V) dx

1
d —dx.
(d) /2—cosx *

Risposta.

(a) Posto x = +/2sint, si ha dz = v/2cost dt, /2 — 22 = /2 cost, quindi

/\/fode:Z/COSQtdt:tJrsintcostJrc:arcsin%+§\/27:r2+c, c€eR;

(b) posto x = t* si ha
1
[ e =2 [ fadt = 2aretgt = 2arcig v+ c€ R

(c) posto ancora x = t* si ha

/sin vV dz

2/tsint dt:2<—tcost+/cost dt)

—2tcost + 2sint + ¢ = —2v/x cos/x + 2sin/x + ¢, c ER;

2 —t?
(d) posto t = tg g, cio¢ x = 2arctgt, si ha dx = mdt, cosT = 5o percio

/¥d1:—2/ ! —dt = larctg\[t—&—cf

2
tg (V3tg ) +¢, ceR.
S p— 3241 7 arctg (V3tg +¢ ce

V3
6.1.12 Calcolare
) / V4 —3x2dx
1—=z

Ve

Risposta.

(b)

(a) Posto x = % sint si trova

/\/473x2dx

v Sl

/ cos tdi — 4 t—l—slntcostJr
\/§

. (V3
= —— | arcsin —m 1/ -
V3 ( 2 )
(b) Sipone x =2sint da cui

1-—2x
_ _ — /4 _ y2
/mdaz /1 2sint) dt = arcsm( )+ 2 +c.

6.1.13 Calcolare /ldx.
et 4 e %

Risposta. E

z _ -z inh
/;Jr%dw:/:g;hi dz = log(coshz) + ¢, c € R.



62 CAPITOLO 6. CALCOLO INTEGRALE

6.2 Integrali definiti
6.2.1 Calcolare
2 1
@ | marmt
1 X
(b) /o o= — dx
L o6r+3
(c) /0 Pt +xdw

1 3
() / e
o 1+at

Risposta.
(a) Posto x = t*, dx = 2t - dt, si ottiene

z/lﬁlitdt_ [Iog(l-l—t)QL/ﬁ—log?H—jﬁ;
(b) si ha
= [ViTe] =vi
2Jo V1+a? 0
(c) si ha
/1 221:7+1dx = {log(oﬂ2 +x+ 1)3] 1 = log 27;
o T?+1+z o
(d) si ha

1 3 1
1 / 4z dr = {log V1+ x4} = log V2.
0 0

4 1+ 2

6.2.2 Calcolare

1
1
——d
) /0 L+ Vaz
1
(b) / x arctg xdx
0

/2
(c) / (Sin2 x — xsin m2)dx
0

1/2 r
(d) ; ﬁdx .
Risposta.

(a) Posto 4x = t> si ha

1 2
1 1 t
do=1 [ g
/0 T+ Vi " T2 ) 1+t

(b) integrando per parti si ottiene

N =

1

ljarctxl—l/l v’ dav*ﬁ—l/1 1—; dx*z—lcc—arctm _r_1L
2 MET| Ta i 1422 T8 2, 1+22)" 7872 S PR

(c) siha
/2 /2 o /2 /2 2
/0 sin® xdmf%/o 2z sinz’dr = [%]0 +% {Cosxﬂo = Z+% (COS WZ — %) ;
(d) si ha
1/2 _ 1/2
—1/ 2 da::—l[ 1—3:2} :l—ﬁ.
2 /o V1=22 2 o 2

6.2.3 Calcolare
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1 T
e
(a)/o 1+e$dm
/2 sing
(b)/o 1+sinxd$
2
1
d
© [ e

1
@)/—iﬂx.
0o €*

Risposta.

(a) Posto e® =t, si ha

¢ 1 ¢ e+1
= dt=|log|t+1|| =1 :
/1 1+t [Og‘ + |L 08 Ty

(b) postot:tgg, st ha
oot 1 2 ' 4t
/ 5 T 2dt:/ s A
o 1+t 1+t o 1+t2)(t+1)

1
+1+t2

ma la funzione integranda si pud scrivere come

4t A L_B
(1+2)t+1)2 24+1  (t+1)2

per A =2, B= -2, dunque l’integrale vale

1 1 1 1
1 1 1 ™
2 ——dt—2 ————dt = 2|arctgt| +2|——| == —1;
/0 21 /0 (t+1)? [ gL {t+1L 2
1 1

(c) : o
c = - — —— percio
24z =z ac—l—l’p

2 2 2 4
dx = |logx| — |lo +1 = log —;
A)#+m {g}l [gx )L °3

_z2 11 _g277 . .
(d) osservando che iz =ze” =-3 [e ] , si ottiene
eiL‘

11t 27/ 1—e !
_Z -z dr = .
2/0 [6 } * 2

allo stesso risultato si giunge con la sostituzione x° = t.

6.2.4 Calcolare

(a) /12\/;;_7%dm
@)A%n¢4;ﬁm

2
(c) VT dx
1 T + 1
1/3
(d) x\/1 — 422 dx.
0
Risposta.

(a) Posto 3+ x =1 si ha

2 5, _ 5 5
/ T di:/ udt:/ (t1/2—3t_1/2) dt = |:§t\/£_6\/i:| = %(5—2\/5);
1 4 4

V3+w Vit 4

(b) posto x = 2sint si ha de = 2cost dt, /4 — x? = 2cost, dunque

/6

1 /6 3
/ 31‘\/4—$2dI:24/ cos’tsintdt = —24 {cog t} =8—3V3;
0 0

0

63
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(c) sipone x =1t e si ha

/2 VI gy = /f 2 / dt
L z+1 A t2+1 t2+1

= 2[t—arctgt]f 2(V2 — arctg V2 — 1 4 7/4);

(d) poiché (1 — 4a*) = —8x si ha

1/3 1 [u/3
/1 —422dx = _é/ —8zv/1 — 4x2 dx
0
/3
1[2 a2n3/2] " 1 5v5
= 2|21 -4 L (1323
8[3( =) ]0 12 27

6.2.5 Calcolare:

1 2
222 —
(a)/xijdx
o 1+=z

(H) /”/4 sianrcosxdx
0

cos’
9
z
(0) / VT e
4 1—=x
Risposta.
2 —
(a) Poiché 21“1 xf’ =2 ﬁ si ha

(b) si ha:

/4
2

/% sinx + cosx _
_ cos” “x dx
0

/4
3 der = / cos Pxsinx dx +
cos3 x 0
1 /4
{f cos?x + tg x} =
2 0

w\.w o\

)

(c) posto x = t2, si ha

\de

9 T _ _2/3 t2 +
s 1—x N 5 e
3 1 1 1
= -2 14— — = dt = 2— —— 4+ —— ) dt
/2 ( + t—l 2t+ ) ( t—1+t+1>

3
= [—2t—log\t—1|+log|t+1|] = —2+log§.
2

6.3 Calcolo di aree

6.3.1 Calcolare I'area della regione di piano compresa tra le funzioni f e g qui sotto. Disegnare
inoltre approssimativamente la regione in questione.

(a) f(z) =sinz, g(xr) =2 —sinz, x € [0,7/2]
(0) £(0) = 10 9(@) = 2+ 2, € [0,1]
(c) f(z) =logz, g(x) =z +1, z € [l,e]
(d) flx) =27, g(x) =377, x €[0,1].
Risposta. Vedi Figura 6.1.
/2 /2
(a) A:/ / 2(1—sinx)da::2[x+cosm} =r—2;

A= ! 1 _ z? 1_5 T
(b) = . 2+LE—H7I2 dil’— 2$+?—arctg$ —5—2,
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2

(c) A= / (1+ 2z —logx)dz = [:c + %} - / log xdx; quest’ultimo integrale si risolve per parti,
1 1 1
z? e €2 5
ottenendo /logxdw =zlogz — x, dunque si ha A = |:2$ + 5 zlogz| = 5 +e— 3
1
1 © —z 71
_ 2 3 1 2
d) A= 2" —37% )dx = - = — .
(@) /0 < ) v {logZ logl/ii}0 log2 log27
(@) (b)
2r< 4
~. —
s - -9
15 T . 3 : R
> 1 ST >\2"///—

05 : 1 \

6.3.2

6.3.3

6.3.4

0 0
05 1 15 0 02 04 06 08
X X
© (d)
4 2
3 T 15
LT J—; J—;
-7 -9 - -9
> 27 . > 1<
1 0.5 I
0 0
1 15 2 25 0 02 04 06 08 1
X X

Figura 6.1: Vedi Esercizio 6.3.1.

Calcolare l'area dell'insieme D = {(z,y); z >0, 22 <y < 22?%, y <2}

Risposta. L’insieme D giace nel primo quadrante; consiste della porzione di piano compresa tra le
due parabole e la retta orizzontale y = 2. Pertanto

1 V2
/ (2x2 —xz) dm—i—/ (2—302) dx
0 1
1 V2
/xzda:—FQ(\/i—l)—/ 2% dz
0 1

= %(\/i— 1).

A(D)

Si noti che l’area di D poteva essere calcolata anche in altri modi. Ad esempio, sottraendo dall’area
del quadrato [0,+/2] x [0,2] le aree delle regioni a sinistra di D (cioé 2 — fol 22%dx) e a destra di D

(cioé foﬁ x? dx).

Determinare o > 0 in modo che sia % I’area della regione di piano compresa tra i grafici delle
funzioni f(z) =2 —x e g(z) = z®, per x € [0, 1].

1
a+1

Risposta. Vedi Figura 6.2. Poiché in [0,1] si ha f(x) > g(x), Uarea richiesta é
_3
2

/01(27x7xa)dx

che vale g se e soltanto se o = 3.

Si consideri la circonferenza di centro ’origine e raggio 1, e la retta passante per i punti (%7 0),
(0, %) Calcolare ’area delle due regioni di piano in cui la retta divide il cerchio delimitato
dalla circonferenza.
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(CY

2 T .
—f
- -9
15 —
> 1+ =
0.5 - ROPY - |
0 ! o ,kA—r*’\‘”'ﬂwﬂ, ! ! ! !
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 6.2: Vedi Esercizio 6.3.3.

Risposta. La distanza della corda che unisce i due punti (3,0), (0,%) dall’origine ¢ meta della dia-

gonale del quadrato di lato 1/2, dunque /2/4. Tramite una rotazione antioraria di w/4 il problema
e pertanto ricondotto a quello di determinare [’area della porzione del cerchio di centro l'origine e
raggio 1 che sta al di sopra alla retta di equazione y = \/5/4

L’intersezione di tale retta con la circonferenza avviene nei punti di ascissa ++/7/8; per simmetria
l’area cercata é dunque,col cambiamento di variabile x = sint,

\7/8 arcsin(4/7/8)
2 \/1—x2d;r:2/ cos® t dt = arcsin \/Z +ﬁ.
0

0 8

6.3.5 Per 0 < a <be0 < c<dsiconsiderino le funzioni a/x e b/z nell’intervallo [¢, d]. Dire come
deve essere scelto d in modo che l'area della regione compresa tra i due grafici (nell’intervallo
[c,d]) sia uguale a 1.

Risposta. L’area da calcolare é

/j(g—%) dacZ(b—a)/cd%dm:(b_a)loggA

1
Si trova dunque d = ce®—a .

6.3.6 Si consideri 'ellisse di equazione % + 4% = 1. Si calcoli I'area della regione interna all’ellisse
e compresa tra le rette t =0 ez = 1.

Risposta. Per simmetria ’area A richiesta é due volte ’area della regione interna all’ellisse, compresa
trax =0 ex =1 e contenuta in y > 0. Percio, facendo il cambiamento di variabile x = 2sin 6,

1 2 1 /6 . /6
A:Q/ \/lf%d:v:/ \/4fa:2dm:/ (20059)2610:4{W} = +§,
0 0 0 0

w3

6.4 Integrali generalizzati

Per brevita in questa sezione non scriviamo esplicitamente I'operazione di limite che definisce un
integrale generalizzato; ad esempio, se F' & una primitiva di f scriveremo brevemente

+oo
/ f(@) dz = [F(z)]F

al posto di

—+o0 r
/ f(x)dz = lim / f@)de = lim (F(r)— F(a)) .

r—400 r—-+o0

6.4.1 Dire se i seguenti integrali sono convergenti o divergenti; nel primo caso, calcolarne il valore.

o0 1
(a) /1 7(13 P dx
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+oo 1
(b) /1 x(x+1) dx

“+oo
(c) / e " dx
1

/5
0
(d) / e~ dx
+o00
1
— dx.
© [ g
Risposta.

+oo 400

1 1 1

—  dx = |- — .

(@ /1 (x+1)2 v [ :v—|—1}1 2’
+oo +o00

(b)/ ldxf/ L = [log| %

1 X 1 r+1 LU+1

1 —1 1 -1

(c) postot = —bz, si ha g/ioo eldt = = {ei} N =i

—+oo
] =log2;
1

“+oo
(d) posto 1 —x =t, si ottiene / eldt = +o0;
1

+oo 1 “+o0 1 x 1 1 “+oo 1
(e)/o 2—Idm—/0 (5) dx__logQ {27}0 " log?2’

+oo
6.4.2 Provare che per n > 3 esiste finito / W dx e dire quanto vale. Cosa si puo dire per
0 T )
n=1n=27

Risposta. Si ha

s . 1 —n+17" s 1 —n+1 1
/ z(x+1)""de = {xu] — / (@+1) dr —
0 -n+1 |, Jo —n+1 (n—2)(n-1)
per r — +o0o. Sen =1 si ha che W ~ 1 e per n = 2 invece ﬁ ~ %; per il criterio di

confronto asintotico per gli integrali generalizzati nessuno dei due relativi integrali pud convergere.

6.4.3 Dire se i seguenti integrali sono convergenti o divergenti; nel primo caso, calcolarne il valore.
S|
a —dx
W [ ==
S|
b d
o) [ g
2
1
(c) / ——dx
o (z-2)?
1 1/z
(d) / S
0

T

() /1 ’ e/%dz

¢ 1
f dx.
®) /1 zlog2x v

Risposta.

2

(a) /lz(m — 1)z = Q{M} = 2.
3

(b) /OSmi?)dx:{logLfvf?;@ — 0.

0

IR S US L
o (w—?)Qm_ r—2], o
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1
(d) posto — =t, si ottiene
x

(e) /12 L dx:g[(xqf“r:;

Vr—1
S | |
/ 5 d:r:/ —th:—i—oo.
1 zlog“x o t

(f) posto logz =t, si ottiene

+oo 3
6.4.4 Calcolare/ %dm.
0 xr

Risposta. L’insieme di integrazione (0,+00) non & limitato; la funzione integranda (positiva) non é

limitata in tale intervallo. Per x — 400 si ha 1';5/5

1 . 1 .. . .
~ —735, € la funzione —r egmtegmbzle in senso
generalizzato in ogni intervallo (a,+00), a > 0. Tuttavia per x — 0+ si ha 1‘;72\/5 ~ x%, che non é

integrabile in un intorno di 0. Pertanto l’integrale richiesto diverge a 400.

6.5 Altri esercizi

6.5.1 Calcolare una somma di Riemann di indice 4 delle funzioni date qui sotto nei relativi intervalli.
Calcolare poi gli integrali definiti di tali funzioni e valutare il valore assoluto della differenza
tra i due risultati trovati.

(a) f(x)=22—11in0,2]
(b) f(x)=1—2%in [0,1]

Risposta. Sia f una funzione definita in un intervallo chiuso e limitato [a,b]; sia To = a < T1 < T2 <
... < zn = b una partizione dell’intervallo [a,b], ©; — ;-1 = bma ¢ [Xic1, 2] peri=1,...,n.

n ’
Una somma di Riemann di f di indice n é allora

b—a —
- ;f(cz-)-

(a) I punti della partizione sono xo = 0, x1 =
¢i & arbitraria) c1 = %, Ccy = %, c3 = %, ca

,xe =1, x3 = %, x4 = 2; scegliamo (la scelta dei

% . Pertanto calcoliamo

Il ol

2 (Fen) + Flea) + fen) + flen)) = 2.

9
Poiché
[t -na=
(" =1)de ==
0 3
il valore assoluto della differenza é é ~ 0.11.
(b) Procediamo come sopra: xzo = 0, x1 = %, Ty = %, T3 = %, x4 = 1; scegliamo come c; i punti
medi degli intervalli a cui appartengono, cioé c1 = %, co2 = g, c3 = %, c4 = %. Pertanto
1 388
7 (Flen) + Flea) + fea) + flen)) = 25

Infine
1 3 3
/0 1—-2")dx = 1

1
k5 ~ 0.008.

e il valore assoluto della differenza & 4

6.5.2 Dati due numeri reali a, b # 0, calcolare /t\/ a + bt? dt.

Risposta. Si ha, per c € R,

/t\/a + bt2 dt

% 2bt\/a + bt2 dt =

1
— %(a+bt2)3/2+c.

12
%g(a + bt2)3/2 +c
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6.5.5
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d x
Calcolare — / (t+ 12+ 13 +th)at.
dx 0

Risposta. Per il teorema fondamentale del calcolo integrale

di/ (t+t>+8° +tYdt =z +2° +2° + 2"
T Jo

Calcolare i (/ et dt).
dz \ J,

Risposta. La funzione

22

¢ la funzione integrale di f(z) = ™, dunque F'(z) = f(z) = e
Calcolare la media integrale di

(a) f(x) =2*—11in[0,1]

(b) f(x) =z —1in0,2]

Risposta. La media integrale di una funzione f in un intervallo [a,b] &

b
bia/ flx)dx.

(a) Poiché b —a =1 la media integrale é

1
4
f Ddr=-=.
/o(“" Jdw =3

(b) Quib—a=2, dunque la media integrale é

1

5/02(\/571)@::—71.

Disegnare un grafico approssimativo della funzione f(z) = z(1 — ) in [0,1]. Sia a € [0,1];
calcolare la media integrale M (a) di f nell’intervallo [0,a]. Per quali valori di a tale media
integrale ¢ massima?

Risposta. La media integrale di f nell’intervallo [0,a] ¢ M(a) = + [* (z —2®) do = ¢ — %. Per

3
trovare il massimo della funzione M (a) nell’intervallo [0,1], notiamo che M(0) = 0, M(1) =
Inoltre M'(a) = 0 se e solo se a = %, e % ¢ un punto di massimo con valore massimo - >
Pertanto il valore di a che rende massima la media integrale ¢ a = %.
Dire perché si pud applicare il teorema della media integrale alla funzione f(x) = logx

nell’intervallo [1, 2], e calcolare esplicitamente il punto fornito da tale teorema.
Risposta. La funzione f(x) = logz & continua in [1,2]. Questo é sufficiente per poter applicare il

teorema della media integrale, cioé

1 b
=2 [ f@ =50

2

con ¢ € (a,b). Si trova logc = / logzdx =2log2 — 1, da cui c = 4/e.
1

Dare un esempio esplicito di:

(a) una funzione f non identicamente nulla, non dispari, tale che f_ll f(z)dx = 0;

(b) una funzione f non identicamente nulla tale che

/Olf(:c)dx—/jf(@dx—/jf(x)d:r—..,—0;

(¢) una funzione f pari tale che f_ll f(z)dx = 0.

Risposta. Si prenda, ad esempio:
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(a)
1zl <1/2
flz)y=9 -1 1/2<|z|<1
0 altrove;
(b)
1 >0, z—[z] <1/2
fly=< -1 >0, z—[z]>1/2
0 z < 05
(c)
1 x| < 1/2
flz)=< -1 1/2<|z|<1
0 |z >1.

6.5.9 Trovare un numero reale a > 0 in modo tale che:
a
(a) / e*dr = 1;
0
(b) / sin(3x)dx
0

Risposta.
(a) Si ha
a 2z @ 2a
2w e et —1
d = | — =
[ = ]5], -5
620171 2a L
ed 5 =1 se e solo se 2* =3, cioé a = log V/3;
(b) si ha
a a p—
/sin(?):r:)da::[—cosgx} _1 cos3a7
o 3 o 3
ﬂ*1seesolosecos?;a*—l cioéa*l
3 T2 B 97

6.5.10 Disegnare un grafico approssimativo delle funzioni f(z) = z(1—x) e g(z)
stabilendo in particolare la loro posizione reciproca. Calcolare il punto
distanza verticale |f(x) — g(x)| tra i due grafici ¢ massima, specificando
Calcolare I’area della regione compresa tra i due grafici, per z € [0, z.].

CAPITOLO 6. CALCOLO INTEGRALE

=z(1—2?)in [0,1],
Zyx € [0,1] in cui la
a quanto ammonta.

Risposta. Si veda la Figura 6.3. Nell’intervallo [0,1] si ha |f(z) — g(z)| = g(x) — f(z) = 2® — 2>,

Nell’intervallo [0, 1] la funzione 22 — 2% assume valore massimo per x, = %; il suo wvalore massimo
4
vale 5-. Infine )
2/3
(xQ—xg) dx = i
0 81
Le funzionife g
0.4 ‘ — ‘ :
- “ - —
-7 - a ~ - -9
- ~N
0.3 [P AN )
e N
~ N
< N
> 0.2} oL N :
- N
e
L~ \
0.1 s S
7
N\
N\
0 | | | | | | | | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 6.3: Vedi Esercizio 6.5.10.
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