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Statistica induttiva 

 

La statistica induttiva (o inferenziale) usa i dati statistici sintetizzati dalla statistica descrittiva per 

fare previsioni di tipo probabilistico su situazioni future o incerte. 

Ad esempio, esaminando un piccolo campione di popolazione, cerca di valutare la frazione di 

popolazione che possiede una certa caratteristica. 

In molti esperimenti interessa l’analisi delle variazioni di due o più variabili per evidenziare eventuali 

relazioni esistenti tra loro e predire valori non noti sperimentalmente. Considereremo esperimenti 

con due variabili, la relazione presa in esame è la dipendenza di una variabile rispetto all’altra. 

In matematica per esprimere un rapporto di dipendenza, si parla di funzione, in statistica si parla di 

regressione. 

Si indica come indipendente (X) una variabile per cui i livelli possono essere fissati sperimentalmente 

o possono essere rilevati. 

Si indica come dipendente (Y) una variabile la cui variazione è la risposta alle variazioni della variabile 

indipendente. 

 

Esempio. Nella tabella sono riportate età e pressione arteriose massime (in mmHg) di 6 soggetti 

maschili. 

Età 30 35 40 45 50 52 

Pressione 120 115 130 140 145 160 

 

Obiettivo: determinare la dipendenza del valore della pressione (Y) dall’età (X).  

I dati si rappresentano nel diagramma di dispersione: esso è costituito da un grafico cartesiano in 

cui i dati sperimentali sono rappresentati da punti. 

 

 
 

Esistono diversi modelli di regressione. Un modello di regressione lineare è quello basato sulla retta 

dei minimi quadrati.  
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Osservazione.  

Il grafico non basta per capire se effettivamente tra i dati esiste una relazione lineare. Una buona 

misura della dipendenza è data dal coefficiente di correlazione, indicato con  �: 

� = ∑ ��� − �̅
��� ��� − ��
�∑ ��� − �̅
���� ∙ ∑ ��� − ��
����  

Con �̅, �� medie dei dati �� , ��. 
 

Osservazione. 
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�
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��� − ��
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�
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�� = 

= � ����
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�� − � ∙ �̅�� − � ∙ �̅�� + � ∙ �̅�� = � ����
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In definitiva, 

� = ∑ ������� − � ∙ �̅���∑ ��� − �̅
���� ∙ ∑ ��� − ��
����  

 

Osservazioni. 

• −1 ≤ � ≤ 1 

• Se � è vicino a 1 o a −1, c’è una buona correlazione 

• � = ±1 ⟹ correlazione perfetta 

• � < 0 ⟹ correlazione inversa 

• � = 0 oppure vicino a 0 significa che i dati non sono in relazione lineare 

 

Per calcolare � si può usare la seguente tabella. Consideriamo l’esempio precedente, in cui �̅ = 42; �� = 135 �� ��� − �̅
 ��� − �̅
� ��  ��� − ��
 ��� − ��
� ����  30 −12 144 120 −15 225 3600 35 −7 49 115 −20 400 4025 40 −2 4 130 −5 25 5200 45 3 9 140 15 225 6300 50 8 64 145 10 100 7250 52 10 100 160 25 625 8320 
  ���� − �̅
��

�� = 370 
  ���� − ��
��

�� = 1400 � ����
�

�� = 34695 

 

� = 34695 − 6 ∙ 42 ∙ 135√370 ∙ 1400 = 675√518000 ≃ 0,938 

� è più vicino a 1, quindi c’è una buona correlazione. 
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I dati possono essere rappresentati dalla retta dei minimi quadrati, di equazione � = (� + ) , con  

( = ∑ ������� − � ∙ �̅��∑ ��� − �̅
����  

) = �� − (�̅ 

Nell’esempio 

( = 675370 ≃ 1,824 

) = 135 − 1,824 ∙ 42 = 58,39 � = 1,82� + 58,39 

La retta dei minimi quadrati permette di fare previsioni: 

- Quale sarebbe la pressione massima di un uomo di 47 anni? � = 1,82 ∙ 47 + 58,39 = 143,93 

- Quale sarebbe l’età di un uomo con pressione massima pari a 150 mmHg? 

� = � − 58,391,82 = 150 − 58,391,82 = 50,33 ≃ 50 anni 
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Probabilità continua 

 

In questo capitolo riprendiamo lo studio della probabilità, in particolare vedremo come studiare con 

metodi probabilistici esperimenti il cui risultato può assumere valori reali qualsiasi, e non 

semplicemente un numero finito di valori. Si parlerà quindi di variabili aleatorie continue. 

Sia  Ω uno spazio campione continuo e sia . una variabile aleatoria su esso definita. Allora . si dice 

continua. 

Il termine “aleatoria” si riferisce al fatto che la variabile può assumere valori diversi in dipendenza 

dall’esito di un esperimento. 

 

Esempi. 

Il risultato del lancio di una moneta o di un dado è una variabile aleatoria discreta. 

Il valore di un numero scelto a caso in un intervallo reale oppure la durata nel tempo di un prodotto 

sono variabili aleatorie continue.  

 

Osservazione. 

Se . è una variabile aleatoria discreta, l’insieme dei possibili valori di . è finito o numerabile. 

Se . è una variabile aleatoria continua, l’insieme dei possibili valori di . è un intervallo o l’unione di 

intervalli. 

 

Esempio. 

Lancio di una freccia su un bersaglio circolare di raggio / = 7 cm. Sia 2 un punto del bersaglio, 3 il 
centro del bersaglio, . = 32���� la distanza del punto 2 dal centro del bersaglio. . può assumere valori nell’intervallo 40, 75. I valori dipendono dallo strumento usato per misurare: 

- Se il righello misura solo i centimetri, allora i valori che può assumere . sono 60, 1, 2, … , 78 , 
quindi . è una variabile aleatoria discreta. Sia 2� = 2�. = 9
 la probabilità che . assuma il 

valore 9 , allora 2�. = 9
 = area del rettangolo. � :�;; �;<<:�=>?> =  2�. = 0
 + 2�. = 1
 + ⋯ + 2�. = 7
 = 2�. ∈  60, 1, 2, … , 78
 = 1  
Si può rappresentare in un istogramma, in cui i rettangoli hanno base pari a 1 

- Se il righello misura i mezzi centimetri, . ∈  60, 0.5, 1, 1.5, 2, … , 6.5, 78, quindi . è una 

variabile aleatoria discreta. L’istogramma è analogo, ma con basi più piccole, pari a 0,5. 

- Aumentando la precisione dello strumento di misura, al limite . diventa una variabile 

continua, . ∈ 40, 75. L’istogramma diventa il grafico di una funzione continua, C , detta 

funzione di densità di probabilità. 

 

Definizione. . è una variabile aleatoria continua se esiste C: ℝ ⟶ ℝ integrabile tale che 

1. C��
 ≥ 0, ∀� ∈ ℝ  
2. I C��
JKLK M� = 1 

3. 2�� ≤ . ≤ ��
 = I C�<
NONP M<, ∀�, �� ∈ ℝ 
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La funzione C è detta funzione di densità di probabilità di .. 

La relazione  

2�. ≤ �
 = 2�−∞ ≤ . ≤ �
 = R C�<
N
LK M< = S��
  

Definisce la funzione di distribuzione di probabilità. 

 

Osservazioni. 2�� ≤ . ≤ ��
 = 2�. ≤ ��
 − 2�. ≤ �
 2�. = �
 = 0 

 

Definizioni. 

Media: 

T = U4�5 = R � C��
JK
LK M� 

Varianza: 

V� = W:�4�5 = U4�� − T
�5 = R �� − T
� C��
JK
LK M� 

Deviazione standard (o scarto quadratico medio): V = �V� 

Moda: 

Ogni valore � in cui C assume un massimo relativo 

 

Mediana: 

X;M4�5 = �Y   tale che  2�. ≤ �Y
 = 2�. ≥ �Y
 = 12  
p-esimo percentile: �^% è il più piccolo numero � tale che S��
 ≤ f% 

  

Esistono diverse funzioni notevoli di densità di probabilità: 

- Uniforme 

- Binomiale 

- Di Poisson 

- Normale (o di Gauss) 

Noi ci limiteremo ad esaminare la distribuzione normale 
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Distribuzione normale (o Gaussiana) 

 

La funzione di densità di probabilità è 

C��
 = 1√2g	V ;L
�NLh
O�iO 			∀� ∈ E 

Dove T, V	rappresentano rispettivamente la media e lo scarto quadratico medio. 

Diremo che .		è una variabile aleatoria continua con distribuzione normale di media		T	e 

varianza	V�	e lo indicheremo con  .	~	k�T, V�
 
 

Studio e grafico di C��
 lm � 	E C��
 n 0			∀� ∈ E C��
	simmetrica rispetto a � � T 

limN⟶�KC��
 � limo⟶�K ;LoO � 0		 ⟹ 		� � 0			asintoto	orizzontale 

Cr��
 � 1√2g	V ;L
�NLh
O�iO ∙ s� 12V� ∙ 2�� � T
t G 0			 ⟺ ��� � T
 G 0			

⟺ 		� � T � 0		 ⟺ 		� � T 

La funzione ha un punto di massimo in 

vT	, 1√2g	Vw 

Crr��
 � 1√2g	V ;L
�NLh
O�iO ∙ x� 1V� � �� � T
Vy

�z G 0		 ⟺	 1V� 	x�� � T
V�
� � 1z G 0		 

⟺		 x�� � T
V�
� � 1z G 0		 ⟺		 �� � T
� G V� 	⟺ 		� � T � V	 ∨ 	� G T � V	 

La funzione ha due punti di flesso in  

|T � V, ;L�√2g	V} ;		|T � V, ;
L�√2g	V} 

Il grafico della distribuzione normale è una curva a campana, detta “gaussiana” 
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Esempi di caratteristiche che si distribuiscono normalmente: 

- Errori di misurazione di una grandezza fisica 

- Peso, altezza di una popolazione omogenea 

- Dimensione di oggetti prodotti in serie 

 

Osservazione. 

2�. � �
 � S��
 � 2��∞ � . � �
 � 1√2g	V R ;L�oLh
O�iON
LK M< 

Si calcola utilizzando apposite tabelle in cui è riportato il valore della funzione di distribuzione 

normale standardizzata. 

 

Al variare di T, V	esistono infinite distribuzioni normali. Si introduce quindi la funzione di 

distribuzione normale standard. 

 

Distribuzione normale standard 

La funzione di densità di probabilità è 

C��
 � 1√2g	 ;LN
O� 			∀� ∈ E 

Dove T � 0, V � 1 C��
	è pari, il suo grafico è quindi simmetrico rispetto all’asse y 

 

In questo caso la funzione di distribuzione S��
	si indica con ~��
 
~��
 � 	2�. � �
 � 1√2g	R ;LoO�N

LK M< 
Il valore di ~��
	si trova nella tabella seguente: 
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Regole generali 2�. � �
 � ~��
 2�. n �
 � 1 − ~��
 2�. ≤ −�
 = ~�−�
 = 1 − ~��
 

2�−� ≤ . ≤ �
 = ~��
 −  ~�−�
 = ~��
 −  �1 − ~��
� = 2~��
 − 1 

 

Dalle tavole si ottiene che: 

2�. ≤ 0
 = 12 2�−1 ≤ . ≤ 1
 = 2~�1
 − 1 ≃ 0,6826 2�−2 ≤ . ≤ 2
 ≃ 0,9545 2�−3 ≤ . ≤ 3
 ≃ 0,9973 

Il 99,7% dell’area sta in 4−3; 35 , per questo motivo le tabelle riportano solo i valori di . in 4−3; 35. 

 

Osservazione.  

Se . non è standard, cioè . ∉ k�0, 1
 , bisogna standardizzarla. 

 

 

Standardizzazione di . 

 

Sia . una variabile aleatoria continua con . ~ k�T, V�
. Allora  

� = . − TV   
È una variabile aleatoria continua con k�0, 1
 che si chiama standardizzazione di .. 

Dunque 

2�. ≤ �
 = 2 v. − TV ≤ � − TV w = 2 �� ≤ � − TV � = ~ �� − TV � 

 

Per quanto detto in precedenza,  2�T − V ≤ . ≤ T + V
 =  2�−1 ≤ � ≤ 1
 ≃ 0,6826 2�T − 2V ≤ . ≤ T + 2V
 =  2�−2 ≤ � ≤ 2
 ≃ 0,9545 2�T − 3V ≤ . ≤ T + 3V
 =  2�−3 ≤ � ≤ 3
 ≃ 0,9973 
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Esercizio. 

 

Il livello di glucosio a digiuno in un gruppo di pazienti non diabetici si distribuisce normalmente con T � 98 (=/�� �� e  V = 8 (=/�� ��. Determinare: 

1. 2�. < 82 (=/�� ��
 

2. 2�90 (=/�� ��< . < 106 (=/�� ��
  

3. 2�. > 116 (=/�� ��
 

Osserviamo che . ~ k�98, 64
. Dobbiamo standardizzare .. 

1. 2�. < 82
 = 2 �� < ��L��� � = 2�� < −2
 = ~�−2
 = 1 − ~�2
 = 1 − 0,9772 = 0,0228 2�. < 82
 = 2,28% 

2. 2�90 < . < 106 
 =  2 ���L��� ≤ � ≤ ��L��� � = 2�−1 ≤ � ≤ 1
 = 0,6826 

2�90 < . < 106 
 = 68,26% 

3. 2�. > 116
 = 2 �� > �L��� � = 2�� > 2,25
 = 1 − ~�2,25
 = 1 − 0,9878 = 0,0122 2�. > 116
 = 1,22% 
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Il teorema del limite centrale 

 

Siano ., .�, … , .� variabili aleatorie indipendenti, aventi tutte la stessa distribuzione di probabilità 

(quindi stessa media  T  e stessa varianza V�). Allora 

lim�⟶JK 2 |�̅ − TV√� ≤ �} = 2�k�0, 1
 ≤ �
 

Questo significa che, anche in una popolazione che non segue il modello gaussiano, le medie 

campionarie, se calcolate su campioni abbastanza grandi, tendono a distribuirsi secondo una legge 

gaussiana. 

Possiamo approssimare la media di ., .�, … , .� con una variabile aleatoria normale, avente media 

comune  T  e varianza  iO
� . 

Il teorema permette di formulare delle stime attraverso gli intervalli di confidenza. 

 

Sia . una caratteristica di una popolazione  2 . Supponiamo che . sia normalmente distribuita con 

media T  e varianza V�. Estraiamo un campione casuale di � elementi di 2 , siano �, ��, … , �� i 
valori di  . per gli elementi del campione. 

Si può pensare di avere ., .�, … , .� variabili aleatorie continue con  k�T, V�
 e che �, ��, … , �� 

siano i valori assunti da ., .�, … , .� dopo aver svolto l’esperimento. 

Consideriamo la media campionaria 

�̅ = � + �� +  … +  ���  

Per il teorema del limite centrale �̅ − TV√� �⟶JK����� k�0, 1
 

Ossia, per n sufficientemente grande si ha che 

�̅~ k �T, V�� � 

Usiamo queste informazioni per ottenere stime di tipo probabilistico per la media T. 

Sia  f ∈ �0, 1
 una probabilità; possiamo costruire un intervallo 5T, T�4 , detto intervallo di 

confidenza, tale che 2�T ∈ 5T, T�4 
 = f 
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Esempio. 

Sia . una variabile aleatoria continua con  . ~ k�T, V�
, V� = 9 . Da un campione casuale di 5 elementi della popolazione si ottiene �̅ = 61. Determinare 5T, T�4 tale che  

2�T ∈ 5T, T�4 
 = 95% 

Lo scopo è quello di trovare un intervallo di confidenza al 95% per la media T. 

Sia � una variabile aleatoria standardizzata, allora  2�−� ≤ � ≤ �
 = 0,95 

Sappiamo inoltre che  2�−� ≤ � ≤ �
 = 22�� ≤ �
 − 1 

Dunque  

22�� ≤ �
 − 1 = 0,95 ⟹  2�� ≤ �
 = 0,95 + 12 = 0,975 

Nella tabella il valore 0,975 corrisponde a � = 1,96 , quindi possiamo scrivere la nostra condizione 

nel seguente modo: 

2�−� ≤ � ≤ �
 = 2�−1,96 ≤ � ≤ 1,96
 = 2 |−1,96 ≤ �̅ − TV√� ≤ 1,96} = 
= 2 v−1,96 ∙ V√� ≤ �̅ − T ≤ 1,96 ∙ V√�w = 2 v−1,96 ∙ V√� − �̅ ≤ −T ≤ 1,96 ∙ V√� − �̅w 

Moltiplicando per −1 cambiano tutti i segni della disequazione e anche il verso, quindi la condizione 

diventerà: 2 v�̅ − 1,96 ∙ V√� ≤ T ≤ �̅ + 1,96 ∙ V√�w 

Sostituiamo i dati del problema al posto di �̅, V, � 

2 v61 − 1,96 ∙ 3√5 ≤ T ≤ 61 + 1,96 ∙ 3√5w 

2�58,37 ≤ T ≤ 63,63
 = 0,95 

Dunque, al 95% T ∈ 558,37; 63,634 

 

Osservazione. 

Più è grande f , più è ampio l’intervallo 5T, T�4 . Infatti, se fosse 2�T ∈ 5T, T�4 
 = 98% = 0,98 

Avremmo 2�−� ≤ � ≤ �
 = 0,98 ⟺  � = 2,32 �̅ − � ∙ V√� ≤ T ≤ �̅ + � ∙ V√� 

2 v61 − 2,32 ∙ 3√5 ≤ T ≤ 61 + 2,32 ∙ 3√5w = 2�57,89 ≤ T ≤ 64,11
 

Dunque, al 98% T ∈ 557,89; 64,114 
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