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| concetti di base della probabilita

La probabilita puo essere definita come un numero che
esprime la possibilita, il grado di verosimiglianza con cui un
evento € destinato a verificarsi.

Si parla cosi della probabilita di pescare una carta nera da un
mazzo di carte, della probabilita che un individuo preferisca un
prodotto a un altro o della probabilita che un nuovo prodotto
abbia successo sul mercato.

La probabilita € una proporzione o frazione che varia tra i
valori 0 e 1, estremi inclusi. Associamo il valore zero a un
evento che non ha nessuna possibilita di verificarsi (evento
impossibile) e il valore uno a un evento che si verifichera
sicuramente (evento certo).



| concetti di base della probabilita

Ci sono tre diversi approcci e interpretazioni del concetto di
probabilita:
Classico a priori = conoscenza preliminare a priori
Empirico classico = conteggio delle frequenze osservate
Soggettivo o bayesiano = valutazione soggettiva da parte
di un individuo
Secondo l'approccio classico a priori, nel semplice caso che

ciascun risultato sia ugualmente probabile, la probabilita che
un evento si verifichi € definita nel seguente modo:

Probabilita che I'evento si verifichi= X/ T (4.1)

dove X = numero di risultati favorevoli all’evento
T = numero di risultati possibili




| concetti di base della probabilita

Nel caso dell'approccio empirico il risultato € lo stesso anche
se il calcolo viene fatto in basi ai dati osservati. Questa
probabilita potrebbe ad esempio riferirsi alla proporzione di
individui in un campione che acquistano effettivamente un
televisore, che preferiscono un certo candidato politico o che
conciliano gli studi con un lavoro part-time.

Il cosiddetto approccio soggettivo definisce la probabilita
associata ad un evento combinando l'esperienza passata
dellindividuo, la sua opinione personale e [l'analisi del
particolare contesto di riferimento, ed €& particolarmente utile
gquando la probabilita dell'evento non puo essere determinata.



Spazi campionari ed eventi

Consideriamo un esperimento aleatorio, cioe un esperimento
il cui esito e incerto. Gli elementi di base della teoria della
probabilita sono i possibili risultati del fenomeno oggetto
dell'analisi. Il concetto di probabilita € strettamente collegato
al concetto di evento.

Chiamiamo evento ogni possibile risultato dell’esperimento
aleatorio. Un evento elementare puo essere descritto da una
singola caratteristica. Ad esempio un evento elementare e
I'esito testa o croce nel lancio di una moneta o la carta
estratta in un mazzo di 52 carte.

Un evento congiunto € un evento definito da due o piu
caratteristiche (ad esempio estrarre 2 carte rosse).



Spazi campionari ed eventi

Il complementare di un evento A, indicato con il simbolo A/,
comprende tutti gli eventi elementari che non fanno parte di A.

Ad esempio il complementare dell’evento “estrarre un carta di
picche” € I'evento “estrarre una carta di fiori, o di cuori, o di
quadri”.

L'insieme di tutti i possibili eventi elementari € detto spazio
campionario.

Se estraiamo una carta da un mazzo standard, lo spazio
campionario e costituito da tutte le carte che potremmo
estrarre (quindi tutti i numeri e le figure di tutti i semi).



Spazi campionari ed eventi

Esempio: campione di 1000 intervistati rispetto a due variabili
di interesse: I'acquisto pianificato e l'acquisto effettivo di un

televisore.

Acquisto effettivo

Intenzione di acquisto Si Mo Totale
51 200 50 250
Ne 100 650 750
Totale 3100 700 1 000

Lo spazio campionario consiste nelle intenzioni e attuazioni di
acquisto di ognuno dei 1000 individui intervistati. Gli eventi
elementari sono “intenzione di acquisto”, “intenzione di non
acquisto”, “acquisto effettivo”, “non acquisto effettivo”. L'evento

complementare di “intenzione di acquisto” € “intenzione di non
acquisto”. L’evento “intenzione di acquisto e acquisto effettivo”

e un evento congiunto.



Tabelle di contingenza e diagrammi di Venn

Ci sono diversi modi per interpretare e descrivere uno spazio
campionario: una tabella di contingenza (slide precedente)
oppure un diagramma di Venn. Questo diagramma
rappresenta graficamente gli eventi come “unioni” (AUB) e
“intersezioni” (ANB) di cerchi.

g
AU/E/
gy

AMB




Tabelle di contingenza e diagrammi di Venn

Con riferimento all'esempio precedente, definiti gli eventi
A =“intenzione di acquisto”, A’= “intenzione di non acquisto”
B = "acquisto effettivo”, B’= “non acquisto effettivo”

e possibile rappresentare I'esempio come segue:

AM B A’ B =650
B
100
k., -
i
Al B =350




Probabilita marginale

Chiamiamo probabilita marginale la probabilita, P(A), del
verificarsi di un evento semplice, per esempio la probabilita
che venga pianificato I'acquisto di un nuovo televisore.

La probabilita di estrarre a caso un soggetto che ha
pianificato I'acquisto di un televisore € data da (equazione
4.1):

numero di soggetti che hanno piani ficato acquisto

Placquisto planificato) = : :
numero totale di sogoett
250
— = 1 'T.

Le probabilita considerate sono definite “marginali” perché
possono essere ottenute marginalizzando opportunamente
la tabella di contingenza.



Probabilita congiunta

Le probabilita congiunte (per esempio la probabilita che
I'acquisto del televisore venga pianificato ed effettivamente
realizzato) si riferiscono al verificarsi simultaneo di due o piu
eventi.

La probabilita che un soggetto pianifichi l'acquisto di un
televisore e lo acquisti effettivamente entro dodici mesi si
ottiene rapportando il valore che compare nella prima riga e
nella prima colonna della tabella al numero totale dei soggetti
nel campione.

Placquisto pianificato e acquisto effettivo)

numero di sogeettl che hanno planificato e realmente effettuato 'acquisto

numero totale di sogoett

R
— EEEes—— II -:ll::l



Probabilita marginale in base alla probabilita
congiunta

Una volta introdotto il concetto di probabilita congiunta, la
probabilita marginale puo essere interpretata in modo diverso.

Per esempio, dati due eventi B, e B,, sotto certe condizioni la
probabilita dellevento A, P(A), pud essere calcolata
sommando la probabilita congiunta di A e B, alla probabilita
congiunta di A e B,.

Calcolo della probabilitéa marginale

Pidy=PAdeB))+ Plde By) + -+ + P(A e By) (4.2)

B sono eventl mutuamente mceompatibili ¢ collettivamente esaustivi,

L b oE




Probabilita marginale in base alla probabilita
congiunta

Due eventi si dicono incompatibili se non possono verificarsi
entrambi. Un insieme di eventi € collettivamente esaustivo
se almeno uno degli eventi si verifica sicuramente. Ad
esempio “estrarre una carta bianca e una carta nera’ da un
mazzo di carte sono due eventi incompatibili e collettivamente
esaustivi.

Utilizziamo ora I'equazione (4.2) per calcolare la probabilita
marginale che un soggetto scelto a caso abbia pianificato
I'acquisto di un televisore. Si ha:

Placquisto pianificato) = Placquisto planificato e acquisto effettivo)
+ Placquisto pianificato & non acquisto effettivo)

20 S0

+
| 10 [ i)

2500




La probabilita di un’unione di eventi

Dobbiamo ancora individuare una regola che ci permetta di
calcolare la probabilita dell’'evento “A o B”, evento che si
realizza quando € vero l'evento A oppure I'evento B oppure
sono veri entrambi.

Come si calcola la probabilita che un soggetto abbia
pianificato l'acquisto di un televisore o0 lo acquisti
effettivamente?

Placquisto pianificato o acquisto effettivo) = Placquisto piantficato e acquisto effettivo)
+ Placquisto non pianificato e acquisto
effettivo)
+ Placquisto pianificato € non acquisto
effettivo)
Al | 00 200 350




La probabilita di un’unione di eventi

La probabilita dellunione di eventi pu0 essere calcolata
ricorrendo ad una regola generale.

Regola generale per il calcolo della probabilité di un‘unione

La probabilita dell’evento “4 o B =i ottiene sommando la probabilita di 4 ¢ di B e

sottraendo la probabilita dell’evento 4 ¢ &7

Pldo By=PAA)+ PiB)— Pid e B) i4.3)

Applicando questa regola all’esempio otteniamo 1l seguente risultato:

Placquisto pianificato
o acquisto effettivo) = Macquisto planificato) + Macquisto effettivo)

— Placquisto pianificato € acquisto effettivo)

500 ML ) 150

— —_ = = | 15

| 30 | (I | i | (30




La probabilita di un’unione di eventi

La regola generale che abbiamo dato per il calcolo di “A o B”,
consiste nel sommare le probabilita dei due eventi e poi
sottrarre la probabilita dellevento “A e B” (“intersezione”) che
e stata inclusa due volte nel calcolo delle probabilita di A e di
B. In alcuni casi nel calcolo della probabilita di un’'unione la
probabilita congiunta, essendo nulla, non deve essere
sottratta.

Quindi, nel caso di eventi incompatibili, la regola per il calcolo
della probabilita dell’'unione si riduce a:

Regola per Il cakolo della probabliitda dell’'unione
dl due eventl Incompatiblll

e doe eventl A e A sono incompatibili, la probabilita di “4 @ &7 & s ottiene som-
mando la probabilitd di A alla probability di &

A o & Ay + MR id.4i




Probabilita condizionata

Come si modifica il calcolo di una probabilita quando si
dispone di un’informazione a priori sugli eventi coinvolti?
Si dice probabilita condizionata, e si indica con il simbolo
P(A | B), la probabilita che si verifichi 'evento A sapendo che
I'evento B si € verificato.

Probabilitéd condizionata

La probabilita di 4 dato & si ottiene rapportando la probabilita di 4 ¢ B alla proba-
bilita di 8.

_ - PideB) i
Pld| B = PE) (4.5a)
La probabilita di £ dato 4 si ottiene rapportando la probabilita di 4 ¢ B alla proba-
bilith i 4.

Pide B
PlA)

PiB A= i4.5h)

dove
Pid ¢ B) = probabilita congiunta di 4 ¢ B
P4y = probabilita marginale di 4
FPLB)y = probabilita marginale di £




Probabilita condizionata

Supponiamo di voler calcolare la probabilita che un televisore
venga acquistato da un soggetto che ne ha pianificato
I'acquisto, vale a dire

P (acquisto effettivo | acquisto pianificato).

Sapendo che il soggetto ha pianificato l'acquisto di un
televisore, lo spazio campionario si riduce a soli 250 soggetti.

Tabella 4.1 Acguiste di televisori di grandi dimensioni

ACQUISTO EFFETTIVD

ACQUISTO PIANIFICATO &i MO TOTALE
=i 200 50 250
Mo [ ) Ga0 T50
. Totale 300 700 1000 .
De| 250 SOggc-m—‘m—q-wm-m,—:w—m-mc—wn)ttlvamente

acquistato il televisore.

Quindi la probabilita condizionata che un soggetto acquisti un
televisore dato che ne ha pianificato I'acquisto € pari a:



Probabilita condizionata

Placquisto effettivo | acquisto planificato)
numero di sogeetti che hanno pianificato lacquisto ¢ lo hanno realizzato

numers di sogeetti che hanno pianificato 'acquisto

“acquisto plani-

S1arriva allo stesso risultato applicando I'equazione (4.5b) e ponendo A4

“acquisto effettivo™.

ficato™ e B
200100 20
— — = [].R0)
3_‘7.|::| ||::||::||::| 3_‘7.|_:|

Placquisto effettivo | acquisto planificato) =



Albero delle decisioni
Una rappresentazione alternativa alla tabella di contingenza e
data dal cosiddetto albero delle decisioni.

Nella Figura 4.3 e rappresentato l'albero delle decisioni
relativo all’'esempio citato.

g O 200
250 ode o~ AAeBl=Joe
AAY=Joo0  peaS
wistl M
PR 10 Acapy o
Lantio? Odcquicr. =  PlAeB)=20_
Insiermne ?‘Ejﬂ- Auisto [ ) 1000
deqli
intervistati )

il .4[:'?“'.'-»-.: - WO 100

T R Hetliv A0 e
Dis Stp : ) ; = U
F“”:'J"ff'::ap T pcauisto 2 AA e Bl =500

(o) o S
. _ 750
AAT = T000 ﬂ/?a.r}l,,a'
"y -
L] -
g~ PN 0 B) = 16{]500[}
=,




Indipendenza

Quando il verificarsi di un evento non influenza la probabilita
che se ne verifichi un altro, si dice che i due eventi sono
statisticamente indipendenti.

L’'indipendenza si definisce quindi come segue:

Indipendenza statistica
Pid| B)= P4 (4.6)

dove

PiA | By = probabilith condizionata di 4 dato &

P4) = probabilita marginale di 4

Nel nostro esempio quindi gli eventi “acquisto pianificato” e
“‘acquisto effettivo” non sono statisticamente indipendenti,
poiché la conoscenza dell’'uno influenza la probabilita che si
verifichi l'altro.



La probabilita composta

Dalla definizione di probabilita condizionata si pud ottenere
una regola che permette di calcolare la probabilita congiunta
di due eventi conoscendo la probabilita condizionata.

Data I"'equazione (4.5a);

PldeB)
PiRB)

risolvendo rispetto alla probabilith congiunta P4 e £) otteniamo la regola della proba-
bilitd composta.

Pid | B)=

Regola della probabilita composta

La probabilita dell’evento congnmto 4 ¢ B s1 ottiene moltiplicando la probabilith con-
dizionata di 4 dato & per la probabilita marginale di B:

Pid e B) = P4 | B)P(B) (4.7)

La regola della probabilita composta per eventi indipendenti si
ottiene sostituendo P(A) a P(A | B) nellequazione (4.7).



La probabilita composta

¢ 4 e B sono statisticamente indipendenti, la probabilita di 4 ¢ B si ottiene dal pro-
dotto delle due probabilith marginali.

Pide By = FlA1AH8 (4.8)

Abbiamo quindi a disposizione due modi per valutare
I'indipendenza tra due eventi:

1. Gli eventi A e B sono statisticamente indipendenti se e solo
se P(A| B) = P(A).
2. Gli eventi A e B sono statisticamente indipendenti se e solo
se P(A e B) = P(A)P(B).
Abbiamo definito la probabilita marginale (equazione 4.2):
P(A)=P(AeB,)+PAeB,)+..+PAeB,)

Utilizzando la regola della probabilita composta e possibile
calcolare la probabilita marginale.



La probabilita composta

Probabilitéd marginale
Pidy=PiA | BPED + Pid | BPiEy+ -+ Pid| BB (4.9

essendo By, By, ... By eventi ncompatibili e collettivamente esaustivi,

La formmula pud essere applicata ai dati riportati nella Tabella 4.1, Per esempio, se
voglinmo calcolare la probabilita che un =ogeatio abbia pianibcato Nacquisto di un televi-
sore, possiamo procedere nel seguente moedo:

PLA) = KA | 80P08,) + Pid | 500 8;)
O A AL = probabilitd che sia stato pianificato acquisico
MCB = probabilith che Macquisto venga effettuato
MRz = probahkilith che Macquisto non vanga effatboato

ottenendo cosi:

2000 ¢ 300 S0 0 700
Ay = | | | + | | |
V300 0 1000 0 700 0 1000 |
2010 | 50 2500
1000 1030 1000

0. 25



Il teorema di Bayes

Quando calcoliamo una probabilita condizionata, utilizziamo
I'informazione circa il verificarsi di un evento per determinare la
probabilita che un altro evento si verifichi.

Un’estensione di questo concetto ci permettera di aggiornare
una probabilita sulla base di nuove informazioni e di calcolare
la probabilita che un certo effetto sia il risultato di una
particolare causa.

La procedura che illustreremo va sotto il nome di teorema di
Bayes, si ottiene, a partire dalla definizione di probabilita
condizionata, applicando la regola della probabilita composta.

Il teorema di Bayes

_ Pid | B)PB,)
PlA | BOP(B)) + PlA | B P(B) + - + Pid | By By

PB4 (4.10)

dove B, ¢ I'i-esimo di £ eventi a due a due incompatibili e collettivamente esaustivi.




Applicazione del teorema di Bayes

Il responsabile marketing di una societa che produce giocattoli
sta analizzando le chance sul mercato di un nuovo gioco.

Nel passato della compagnia solo il 40% dei nuovi giocattoli ha
avuto successo di mercato, mentre il restante 60% non ha
ottenuto un riscontro positivo.

L’80% dei giocattoli di successo avevano ricevuto un previo
giudizio positivo da parte degli esperti di marketing della
societa, contro il solo 30% dei giocattoli poi rivelati fallimentari
sul mercato.

Qual é la probabilita che il nuovo giocattolo sara premiato dal
mercato, sapendo che gli esperti di marketing della societa lo
hanno valutato positivamente?



Applicazione del teorema di Bayes

Tabella 4.2 Applicazione def teorema di Bayes a un problfema di marketing

PROBABILITA PROBABILITA PROBABILITA PROBARILITA
A PRIORI CONIIFIONATA CONGIUNTA AGGIORNATA
EVENTO .S, M5,) PF|8) PF | 805, NS, | F)
& = giocattolo
di successo 0.40 080 0.32 032050=064 = P(§/F)
§' = giocattolo
non di successo .60 0.30 E L1030 =036=P(§ [ F)
0.50

F = “giudizio positivo del marketing”; F’= “giudizio negativo del di

marketing” PiF | 5175

PiE I SPS + PF SO
(080 0,40
COL RO O A0 4 (0300060

PS5 | F)=

.32 .32

T 032+ 008 050 0.64




Applicazione del teorema di Bayes
Applicazione del teorema di Bayes a un problema di marketing

Evento 5, Probabilita Probabilita Probabilita Probabilita
a priori condizionata congiunta aggiornata
PiS)) PIF| S, PIF | S)P(S) PiS; | Fi
S =televisore di successo 0.40 0.80 0.32 032050 =064=FS5|F
5 = televisore non di successo 0.60 0.30 018 0.180.50=036=A5 | F
0.50

_ Pi5e F)=P(F|5) Pi5)
—_— = (0.80) (0.40) = 0.32

P(S)=0.40

T PISeF)=PFIS)P(S)
= (0.20) (0.40) = 0.08

. PiS’eF)=PIF|S’) PIS)
e = (0.30) (0.60) = 0.18

- —

P(S) = 0.60

"~ PIS’aF)=PIF|S)P(S)
= (0.70) (0.60) = 0.42




Applicazione del teorema di Bayes

Applicazione del teorema di Bayes a un problema di diagnosi
medica

Evento D, Probabilita Probabilita Prababilita Probabilita
a priori condizionata congiunta aggiornata
ADy AT | D AT | DDy PO | T
D = Soggetto malato 0.03 0.90 0.0270 0.02700.0464 =0582 =AD | T)
¥ = Soggetto sano 0.97 0.02 0.0194 0.0194/0.0464 = 0418 =P | T)
0.0464

PiD e T) = P(T|D) P(D)

" — (0.90) {0.03) = 0.0270
P(D} = 0.03_o
- .. PDeT)=P\T|D) PID)
(0.10) (0.02) = 0.0030
- . PID" e T)=P(T|D) P(D)
N — (0.02) (0.97) = 0.0194
PlD¥) =097 ™

. PIDeT)=PT|D)PD)
! (0.98) (0.97) = 0.9506




