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Distribuzioni di probabilita

e Una distribuzione di probabilta e un modello
matematico, uno schema di riferimento, che ha
caratteristiche note e che puo essere utilizzato per
rispondere a delle domande derivate da problemi reali.

e Ad esempio un sistema informativo aziendale per la
gestione degli ordini ha il compito di individuare errori 0
iInformazioni incomplete. Se la probabilita che un
generico ordine venga segnalato come non corretto e
0.1, qual e la probabilita che in una giornata in cui
vengono sottoposti quattro ordini nessuno di questi
venga segnalato come non corretto?

e |l processo informativo potrebbe essere approssimato da
un modello descritto da una distribuzione di probabilita.



La distribuzione di probabilita di una variabile
aleatoria discreta

e Una variabile aleatoria quantitativa e stata definita come
un fenomeno le cui modalita sono espresse da numeri
(numero di ordini sottomessi 0 tempo Iimpiegato per
controllare un ordine).

e Le variabili aleatorie quantitative sono state classificate
In variabili discrete e variabili continue, a seconda che
scaturiscano da un processo di conteggio oppure da una
misurazione su scala continua.

e Con variabile aleatoria si intende che non e possibile
conoscere a priori quale sara la modalita della variabile
che osserveremo.

e Per caratterizzare questo tipo di variabile, dobbiamo
iIntrodurre la distribuzione di probabilita di una variabile
aleatoria discreta.



La distribuzione di probabilita di una variabile
aleatoria discreta

La distribuzione di probabilita di una variabile aleatoria
discreta e rappresentata dall’elenco delle modalita che la
variabile puo assumere (modalita incompatibili e
mutuamente esclusive), a ciascuna delle quali e associata
la corrispondente probabilita.

Consideriamo ad esempio la distribuzione del numero di
Ipoteche approvate settimanalmente da parte di una banca:

Numero di ipoteche approvate Probabilita
0 0.10
0.10
0.20
0.30
0.15
0.10
0.05
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La distribuzione di probabilita di una variabile
aleatoria discreta

Naturalmente, poiché le modalita elencate sono
mutuamente esclusive e collettivamente esaustive, le
probabilita sommano a 1. La distribuzione puo essere
rappresentata anche graficamente.
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Un modo per sintetizzare una distribuzione di probabilita
discreta consiste nel calcolarne le principali misure di
sintesi: il valore atteso e lo scarto quadratico medio.



La distribuzione di probabilita di una variabile

aleatoria discreta
La media p di una distribuzione di probabilita si dice valore
atteso della variabile aleatoria.

Il valore atteso di una variabile aleatoria discreta e una
media ponderata delle modalita assunte dalla variabile,
dove | coefficienti di ponderazione sono rappresentati dalle
probabilita associate a ciascuna modalita.

Valore atteso di una variabile aleatoria discreta

U =E(X) :inp(xi)

dove X, =i-esima modalita della variabile aleatoria X
P(Xi) = probabilita associata alla modalita X;

(5.1)




La distribuzione di probabilita di una variabile
aleatoria discreta

Il valore atteso del numero di Iipoteche approvate
settimanalmente della banca si calcola come

Probabilita

Numero di ipoteche
approvate in una settimana AL X PLX)
0 0.10 0010 =00
1 0.10 (100.10) = 0.1
2 0.20 (2)i0.20) =0.4
3 0.20 (2030 =09
4 0.15 4015 =06
5 0.10 (SO0 =0.5
3 0.05 610.05) =0.3

.00 p=EX =28

Si noti che al valore atteso della variabile “numero di
Ipoteche approvate in una settimana” non puo essere
attribuito un significato letterale, visto che il numero effettivo
di ipoteche approvate deve essere un valore intero.



La distribuzione di probabilita di una variabile
aleatoria discreta

La varianza o4 di una variabile aleatoria discreta €
definita come la media ponderata deli quadrati delle
differenze tra ciascuna modalita e il valore atteso della
variabile, dove 1 coefficienti di ponderazione sono
rappresentati dalle probabilita associate a ciascuna
modalita.

Varianza di una variabile aleatoria discreta

o’ Z[x E(X)I’P(X;) (5.2)

dove X =I-esima modallta della variabile aleatoria X
P(Xi) = probabilita associata alla modalita X;

Lo scarto quadratico medio ¢ di una variabile aleatoria
discreta ¢ la radice quadrata della varianza: o = Vo2




La distribuzione di probabilita di una variabile
aleatoria discreta

La varianza e lo scarto quadratico medio del numero di
Ipoteche approvate settimanalmente dalla banca si
calcolano come

Probabilita

Nurmero di ipoteche

approvate in una settimana PiX;) XX [X; — EX)]2PXi)

0 0.10 {010y = 0.0 (0 —2.8)%(0.10} = 0.784
1 0.10 (130,101 = 0.1 11 —2.82010)=0.324
2 0.20 (200200 =04 (2 —2.8)4(0.20] =0.128
3 0.30 (330.20)=0.9 (3 -2.8)40.30;=0.012
4 0.15 410151 = 0.6 4 —2.820.15 =0.216
5 0.10 500101 = 0.5 (5 — 2.8/40.10) =0.484
6 0.05 (610.051 =0.3 (6 —2.8)40.05) =0.512

Ir.‘"
o’ =Y X, —EXIPPLX;) = 2.46
.'=1

o =1.57




La distribuzione binomiale

Un modello probabilistico e un’espressione matematica che
rappresenta la distribuzione di probabilita di una variabile di
Interesse.

Uno dei modelli probabilistici piu utilizzati e la distribuzione
binomiale , caratterizzata da quattro essenziali proprieta:

Si considera un numero prefissato di n osservazioni

Ciascuna osservazione puo essere classificata in due
categorie incompatibili ed esaustive, chiamate per
convenzione successo e INsuccesso

La probabilita di ottenere un successo, p, e costante per
ogni osservazione, cosi come la probabilita che si verifichi
un insuccesso, (1 — p).

Il risultato di un’osservazione, successo 0 insuccesso, e
Indipendente dal risultato di qualsiasi altra. ...



La distribuzione binomiale

e ... Per assicurare I'indipendenza, le osservazioni possono
essere ottenute con due diversi metodi di campionamento:
un campionamento da una popolazione infinita senza
reimmissione oppure un campionamento da una
popolazione finita con reimmissione

Con riferimento allesempio del sistema informativo
aziendale per la gestione degli ordini, supponiamo di
osservare il seguente risultato in un campione di 4 ordini

Primo ordine Secondo ordine Terzo ordine Quarto ordine
Segnalato Segnalato Non segnalato Segnalato

Qual e la probabilita di ottenere guesta particolare sequenza
di successi e insuccessi in un campione di quattro ordini?

Primo ordine Secondo ordine Terzo ordine Quarto ordine
p=0.10 p=0.10 (1-p)=(1-0.10)=0.9 p=0.10




La distribuzione binomiale

Poiché le osservazioni sono indipendenti, la probabilita di
ottenere questa particolare sequenza e pari a:

p-p-(1-p)-p=p3 (1-p)=(0.10)3-(0.90)! = 0.0009.

Tuttavia il valore trovato rappresenta la probabilita di
ottenere tre successi In un campione di quattro ordini
nell'ordine specificato. Volendo calcolare il numero di
sequenze con tre successi su quattro ordini (in generale |l
numero di modi in cui si possono selezionare X oggetti da

un campione di n, indipendentemente dall’'ordine) dobbiamo
affidarci alla regola delle combinazioni

Combinazioni C = n!
" XI(n=X)! (5.4)
dovenl=nx(n-1) x...x 2 x 1 e detto n fattoriale, e 0!=1




La distribuzione binomiale

Quindi con n=4 e X=3, il numero delle possibili sequenze e
.C, = 4 _ 4Ax3x2x1 — 2
3l(4-3)! (3x2x1x1
Le quattro possibili sequenze sono
p-p-p:(1-p)=0.0009 p-p-(1 - p)p=0.0009
p-(1 - p)p-p=0.0009 (1 — p)-p-p-p=0.0009
Di conseguenza la probabilita che vengano segnalati tre
ordini non corretti su quattro ordini e uguale a:
(N. di possibili sequ.)x(probab. di una particolare sequ.)=
=4 x 0.0009 = 0.0036

Allo stesso modo possono essere derivate le probabilita
degli altri quattro possibili risultati della variabile aleatoria:
0, 1, 2 e 4 ordini segnalati come non corretti.




La distribuzione binomiale

Tuttavia, al’'aumentare di n, questo calcolo diventa piuttosto
laborioso e conviene elaborare un appropriato modello
matematico. In generale la distribuzione binomiale e la
legge della variabile aleatoria che rappresenta il numero di
successi della variabile X = “numero di successi” qguando |
due parametri sono pari a n = numero di osservazioni e p =
probabilita di successo in ciascuna osservazione.

Distribuzione binomiale Al
—_ - X n—-X
P(X) = X1(n=X)! p" (- p) (5.5)

dove P(X) = probab. di ottenere X successidatinep

N = ampiezza campionaria

P = probabilita di successo

1—-p = probabilita di insuccesso

X = numero di successi nel campione (X=0,1,2,...,n)




La distribuzione binomiale

Notiamo che [l'equazione (5.5) non e altro che una
formalizzazione di quanto gia derivato intuitivamente. La
variabile aleatoria X puo assumere soltanto i valori interi
compresi fra 0 e n. Nell’equazione (5.5) Il prodotto

p*(1-p)"”
rappresenta la probabilita di ottenere una particolare
sequenza di X successi su n osservazioni. Il termine
n!
XI(n—X)!
rappresenta invece il numero di possibili sequenze di X
successi su n osservazioni. Quindi, possiamo determinare

la probabilita di osservare X successi in un ordine qualsiasi
nel seguente modo:

P(X)=(N. di possibili sequ.)x(probab. di una particolare sequ.)




La distribuzione binomiale

Caratteristiche della distribuzione binomiale

e Forma: una distribuzione binomiale puo essere
simmetrica 0 asimmetrica in base ai valori assunti dai
parametri. Per qualsiasi valore di n la distribuzione
binomiale e simmetrica se p = 0.5 e asimmetrica per
valori di p diversi da 0.5. L’asimmetria diminuisce
allavvicinarsi di p a 0.5 e allaumentare del numero di
osservazioni n.

e |l valore atteso : si ottiene moltiplicando fra loro 1 due
parametri n e p.

Il valore atteso di vuna distribuzione binomiale

[l valore atteso o di una distribuzione binomiale & vguale al prodotto tra 'ampiezza

del campione g e la probabilith di successo p.

b= EX) = ap (5.6)




La distribuzione binomiale

In media, considerando un elevato numero di estrazioni di
blocchi di 4 ordini, ci possiamo aspettare un numero
medio di ordini segnalati come non corretti pari a
u=EX)=(4x0.1)=0.4.

e Lo scarto quadratico medio : si calcola applicando la
formula:

Scarto quadratico medio di una distribuzione binomiale
o= = \TarX) = Vgl — p) (57)

Nel nostro esempio, lo scarto guadratico medio della
variabile che rappresenta il numero di ordini segnalati

come non corretti € datada: o =./4(0.1)(0.9)= 0.6
Si tratta dello stesso risultato che otterremmo applicando

I'espressione generale che definisce lo scarto quadratico
medio data dall’equazione (5.3).




La distribuzione binomiale

In questo paragrafo abbiamo presentato la distribuzione
binomiale e descritto una sua applicazione a un problema
aziendale.

Come vedremo nel dettaglio nei Capitoli 8 e 9, questo
modello riveste un ruolo molto Iimportante anche
nell'ambito della statistica inferenziale, Iin particolare
riguardo alla stima e alla verifica di ipotesi su una
proporzione.



La distribuzione binomiale

Figura 5.3
Distribuzione binomiale per n=4 e p=0.1 realizzata
utilizzando Microsoft Excel
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La distribuzione di Poisson

In molte applicazioni si e interessati a contare il numero di
volte in cui si osserva la realizzazione di un evento in una
certa area di opportunita.

Un’area di opportunita e un intervallo continuo quale un
tempo, una lunghezza, una superficie, o Iin generale
un’area nella quale un certo evento puo verificarsi piu volte.

Esempi possono essere il numero di difetti su uno sportello
di un frigorifero, il numero di telefonate che arrivano in un
centralino in un certo periodo di tempo o ancora il numero
di persone che entrano in un grande magazzino in un
pomeriggio.



La distribuzione di Poisson

Quando si considerano aree di opportunita si puo ricorrere
alla distribuzione di Poisson se sono soddisfatte quattro
condizioni:
Si e interessati a contare il numero di volte in cui un certo
evento si realizza in una certa area di opportunita;

la probabilita che in una certa area di opportunita si
osservi un certo evento e la stessa in tutte le aree di
opportunita;

Il numero di volte in cui un evento si realizza in una certa
area di opportunita e indipendente dal numero di volte in
cui un I'evento si e verificato in un’altra area;

la probabilita che in una certa area di opportunita
'evento di interesse si verifichi piu di una volta
diminuisce al diminuire dell'area di opportunita.



La distribuzione di Poisson

Supponiamo di esaminare il numero di clienti che
raggiungono una banca in un minuto. L’'arrivo di un cliente e
'evento di interesse e l'area di opportunita e l'intervallo
temporale di un minuto. Dato che le quattro condizioni sono
soddisfatte possiamo ricorrere alla distribuzione di Poisson
per determinare la probabilita con cui in un certo intervallo
di tempo si presenti in banca un certo numero di clienti.

La distribuzione di Poisson e caratterizza dal parametro A,
che rappresenta il numero atteso di volte (che varia da zero
ad infinito) in cui I'evento si verifica nell'area di opportunita
considerata. Il numero di volte in cui si verifica un evento X
In un certo intervallo temporale varia da zero a infinito (per
numeri interi).



La distribuzione di Poisson

L'espressione matematica della distribuzione di Poisson per
Il numero di eventi X, dato che il numero atteso di eventi e

pari a A e dato da

Distribuzione di Poisson

-A 1 X
e’/
P(X) = ~ (5.5)
dove P(X) = probabilita di ottenere X dato A
A = numero atteso di successi nellarea di

opportunita
e = costante matematica approssimata da 2.71828

X = numero di successi per area di opportunita
(X=0,1,2,...)




La distribuzione di Poisson

Riprendiamo l'esempio dell’arrivo di clienti presso una
banca e supponiamo che in un minuto arrivino in media tre
clienti.

Qual e la probabilita che in un certo minuto arrivino
esattamente due clienti? Qual e la probabilita che arrivino
piu di due clienti?

SNOLUZIONE

Applicando 1'equazione (5.8) si ha:

= - — Iljj |1
2! (2718257 2)

PX=2)=

Per rispondere alla seconda domanda osserviamo che:
PXZ2)=PX=3)+PX=4)+ - + PX = =
Evidentemente, ¢ piu agevole il calcolo dell’evento complementare P(X = 2). OQuindi, poi-
ché Pid) =1 — Fi4"). la probabilitd richiesta pud essere ottenuta nel seguente modo:
PXZ=2)=1-PAX=2)=]1—-[PX=0+PX=1 +PFPX=2)]
L.a probabilita che m un minuto arrivinoe allo sportello della banca al piu due clienti & pari a
(.423 e la probabilith che ne arrivino pia di due & pari a 1 — 0423 = 0577,



La distribuzione di Poisson

Per evitare molti

contil,

le probabilita

relative alla

distribuzione di Poisson possono essere ottenute a partire
dalla Tavola E.7.

Probabilita per una variabile aleatoria di Poisson

Calcolo di P(X=2) con A=3

A

X 2.1 2.2 3.0
0 225 1108 0498
1 2572 2438 _'Iljgr-l
2 =768 =6 » 2240
3 L1890 1966 2240
4 .0992 L1082 1680
5 0417 0476 J008
B 0146 74 0504
7 0044 0055 0216
8 .00 005 0081
9 .0003 0004 0027
10 0001 0001 000s
11 0000 L0000 0002
12 0000 L0000 0om

Fonte: Tavola E.7



