Cos'é un insieme

Un insiemein Matematica & un raggruppamento di elementudigjasi tipo, di tipo numerico, logico o conceltya
che puo essere individuato mediante una carattarisdmune agli elementi che gli appartengono apper semplice
elencazione degli elementi dell'insieme.

Come scrivere gli insiemi

.. . e e . . ) .
Generalmente gli insiemi si indicano con le lett@aduscole dell'alfabet . B. C, ..., Z  mentre per gli
elementi si utilizzano le lettere minusc@: D+ €1 - Z

Per indicare che un elementejapartiene all'insiemeA scriveremo:
a e A

e leggeremo: "a appartiene all'insieme A", menéneipdicare che un elementon appartiene all'insiemesi utilizza
la scrittura:

u{EA

Ad esempio indicato cclN  l'insieme dei numeri ndtadéora:

Insiemi finiti ed insiemi infiniti

Com'é facilmente intuibile:

- un insieme si dice finito se contiene un numero fito di elementi
- un insieme si dira infinito se ha infiniti elementi

Cosi ad esempio I'insieme dei numeri dispari sitime dei punti di una retta sono insiemi infimtntre l'insieme
delle lettere dell'alfabeto italiano o l'insiemél@eitta italiane sono insiemi finiti.

Nel caso in cui un insieme contiene un solo elemesso si dirdnsieme unitario. Tali sono ad esempio:
- I'insieme delle consonanti della parotaubla’;

- I'insieme dei numeri pari compresi tra 13 e 15

Rappresentazione di insiemi per elencazione o estiva

Larappresentazione per elencaziondi un insieme, detta anchappresentazione estensiva, € un tipo di
rappresentazione che prevede di indicare tutglglnenti che appartengono ad un insieme semplidenséancandoli
uno ad uno.

Esempi sulla rappresentazione di insiemi per elenzene

1) Sia A l'insieme delle lettere della parotaécciale”. Allora:

A= {1)‘ r. a, c, 1. 1. r.}

e la rappresentazione per elencazione dell'inskme



Osservate bene che abbiamo riportato le leti@re "c" una sola volta nella rappresentazione estensiVasieme,
anche se compaiono ciascuna due volte nella pdraaciale”; questo perché, come gia detto nefiefes sul
concetto di insiemegli elementi devono essere tutti distinti traolor

2) Sia B l'insieme daiumeri naturalpari compresi tra 11 e 23. Scriveremo:

B = {12, 14, 16, 18, 20, 22}

Rappresentazione di insiemi per caratteristica o itensiva

La rappresentazione per caratteristicadi un insieme, detta anchappresentazione intensiva, € un tipo di
rappresentazione che prevede di individuare tlit6lgmenti di un insieme indicando una o piu darétiche comuni
a tutti gli elementi dell'insieme.

Se ci troviamo a dover rappresentare un insiemerati o addirittura infiniti elementi il modo picorretto di
procedere € utilizzare lappresentazione per caratteristicao rappresentazione intensiva degli insiemi

Esempi sulla rappresentazione di insiemi per caragfristica
1) Rappresentare per caratteristica l'insieme Aidgiifd'ltalia. Basta scrivere:
A={x | x € un fiume d'ltalia}

che si leggera: "A é uguale all'insieme degli k¢be x & un fiume d'ltalia”.

2) La rappresentazione intensiva dell'insieme Mndglitipli di 7 sara:

C={x| x & un multiplo di 7}

3) L'insieme B denumeri naturalcompresi tra 12 e 784 lo rappresenteremo pertedstica come:
B={z|zeN, 12 <z <T84}

oppure

B={x | x &€ un numero naturale compreso tra 12 ¢ 784

Sottoinsiemi propri e impropri

| sottoinsiemidi un insieme E sono definiti come insiemi cheteagono una parte degli elementi dell'insieme E, o
eventualmente tutti. Usottoinsieme proprioé un sottoinsieme che contiene solo una parte eleghenti di E,
mentre ursottoinsieme improprio pud essere solamente vuoto o coincidere con E.

Definizione di sottoinsieme

Siano.A ¢ E' duensiemi Diremo che A & urottoinsiemedi E se ogni elemento di A appartiene ad E. Vabend
esprimere in matematichese:

A sottoinsieme di E — %WreA: re F

e leggeremo: per definizione A é un sottoinsiemE dgé e solo se, per ogni x appartenente all'iresignmisulta che x
appartiene all'insieme E.



In simboli scriveremo
ACE

Possiamo dividere i sottoinsiemi di un insiemeue dategorie: sottoinsiemi propri ed isottoinsiemi impropri.
Vediamoli nel dettaglio.

Sottoinsiemi propri

Immaginiamo di avere un insieme E, ed un quals@isoinsieme A costituito da elementi di E.

Diciamo che! & E e usottoinsieme propriodi E, o che A & contenuto propriamente in E o eancbe A é
incluso propriamente in E, se tutti gli elementRdappartengono ad E e se esiste almeno un elerdeBtohe non
appartiene ad A.

In questo caso useremo una notazione piu speeificaiveremo
ACE
In simboli
ACFE — VYreA: zeEANJTEE: T¢gA

dove il simbolo/" ha il significato di congiunziolmica "e". In parole povere, un sottoinsieme p@ di E € un
insieme contenuto in E, che pero non puo coincidereE.

Esempi di sottoinsiemi propri

1) Se prendiamw_h\ - { 1.2.3.4. '.’} , allora sono sottoinsiemi propk di
{1}. {3.4.5}. {1.2.3.4}. {4. .'.'}.

Non é invece contenuto propriamente in E l'insiéstesso.

Notiamo che in base alla definizione di sottomsa«,l,‘,, - ‘Jl 1.2.3.4. '-’}e un sottoinsieme di sé stesso, che pero
coincide con sé stesso, quimdin possiamo scriver’s < E | perché non esiste alcun etendé che non sia
contenuto in E (ovviamente!).

2) Se consideriamo due insiemi come quelli in figura

si vede subito che A é contenuto in E, ma non eanttutti gli elementi di E ed & dunque un sumgwteme proprio:

ACE.



Sottoinsiemi impropri

Questa definizione € un po' piu delicata, ma noaréunque difficile: si definisceottoinsieme impropriodi E un
gualsiasi sottoinsieme A, costituito da elementtdiale che ogni elemento appartenente ad E appauidnche ad A.

In questo caso scriviamo
ACE
¢ diciamo che A ¢ contenuto impropriamente in E, o che A ¢ incluso impropriamente in E.  =.

= ‘,7 o Y Y
Si capisce subito che un insieme E ¢ sempre sottoinsieme improprio di sé stesso: ECE .In1ln realta, perestpunon
¢ l'unica possibilita: per fare in modo che una definizione sia consistente in Matematica, essa d;Sa dbleaaciare
qualsiasi caso possibile.

Consideriamo allora il caso dell'insieme vuoto £ = I ¢ rileggiamo la definizione. Possiamo n0 vederdifamnte che
anche l'insieme vuoto ¢ un sottoinsieme improprio di sé stesso. Infatti ogni elemento di @, cio¢cioé nessamento,

appartiene ad E = w. Il nulla che appartiene a ﬂappartiene anche ad £ = 0 )

Per far quadrare la definizione si ¢ soliti considerare per convenzione anche l'insieme vuoto coi0 conmsotininsieme
improprio di qualsiasi insieme. In questo modo, comunque si considera un insieme E, abbiamo sempre e solamente
due sottoinsiemi impropri

A=100 oppure A =F
Esempi di sottoinsiemi impropri

Dato E= {1‘ 2.3.4.5.6.7.8.9. “)}, gli unici due sottoinsiemi impropri sono A = £ A=1

Unione di due insiemi

L'unione di due insiemi ¢ un'operazione che restituisce 1'insieme contenente tutti gli elementi i del primo insieme e del

secondo insieme. In termini rigorosi, 1'unione di due insiemi ABCE ¢ l'insieme definito d: da

AU B :={x € E tale che x € A oppure = € B}

L'operazione di unione insiemistica ¢ molto diversa rispetto all'intersezione: in quest'ultimo cagso dobbiamo prendere
gli elementi comuni ad entrambi gli insiemi. Nel caso dell'unione, invece, dobbiamo prendere Ire l'insieme degtiment
che appartengono ad almeno uno dei due insiemi.

Esempi di unione tra insiemi

. . . D 2.3.4.5.6.7.8.¢9 .
E1) Prendiamo come insieme universo E {1' 2.3.4.5.6.7.8.9. 1“}e 1 sottoinsiemi

A={1.23} B={3.4.5} C ={1.3.5.7.9} D = {8.10}

Abbiamo, ad esempio
AUB={1.2.3.4.5}
AUD={1.2.3.8.10}

cuD={1,3,5,7,8,9,10}



CuB=4{1.3.457179}

N={0.1.2.3

E2) Consideriamo l'insieme dei numeri naturali ) } e P.D rispettivcamente l'insieme dei numeri

pari e quello dei numeri dispari. Prendiamo poi

A = {n € N tale che n < 10}, B = {15, 16}

Allora

AUP =40.1.2.3.4.5.6.7.8.9.10. e gli altri numeri pari}

AUuD =l

2.3.4.5.6.7.8.9.10. e gli altri numeri dispari}
PUD=N
AUB={1.2.3.4.5.6.7.8.9.10.15. 16}

E3) (Per chi ¢ almeno in quinta liceo!) Dati gli intervalli reali A= [1‘ 3], B = [1' ""),(' = (4. 1“] , D = (0. 1]
abbiamo

AUB=][1.5)
BuC =[1.10]
AUD

(0.3]

Proprieta dell'unione tra insiemi
1) L'unione di un qualsiasi insieme con l'insieme vuoto coincide con l'insieme stessosdnfatti, datcA C E | &

sufficiente osservare che, prendendo elementi che appartengono ad almeno uno dei due idue insiemi, dobblamitarci a
prendere gli elementi di “perché (Inon ha clementi

Auf=A

2) L'unione di due insiemi inscatolati coincide con l'insieme pin grande. Se abbiamolo due insiel-‘,‘!- BCE con
A C B, allora

AUB=B

3) L'unione di un qualsiasi insieme con sé stessdiasieme stessoPer qualsiasi insienAl  E  risulta che

AUA=A

4) L'unione di un qualsiasi insieme con l'insieme niverso coincide con l'insieme universoaDatoA C E , allora

AUE=F

La precedente proprieta € un semplice applicazietia 2).

5) L'unione tra insiemi e un'operazione insiemistia commutativa. Ossia non ha importanza I'ordine con cui si
scrivono gli elementi dell'unione; d(”‘ BCE risulta che



AUB=BUA

6) L'unione di due insiemi qualsiasi contiene entnabi gli insiemi. In simboli, datL-’l- BCE , abbiamo che

ACAUB. BCAUB

7) L'unione e un'operazioneassociativa Dati A B.C € E, possiamo equivalentemente considerare

AU(BUC)=AUBUC={AUB)LUC

Intersezione

L'intersezione di due insieme un'operazione che permette di individuare &im& degli elementi che appartengono
ad entrambi gli insiemi dati. Piu precisamentengiamo due insien,—ﬂ- BCE ,dov£’  indicmbieme universo
e definiamo l'intersezione t:ﬁ‘: B come

ANB:={x € Etale chex € Ae x € B}

E importante notare che, a differenza dalbne insiemisticanel caso dellintersezione tra insiemi bisogmitéirsi a
considerare solamenig elementi che sono in comune tra i due insiemi

Esempi di intersezione tra insiemi

. . . — 9 5 6. T 8 ¢ . L
E1) Prendiamo come insieme unive X = {1.2.3.4.5.6.7.8.9.10} e poi consideriamo

A=1{1,23}, B={3.4,5}, C ={1,3,5,7,9} . D = {8,10}

Si vede subito che

AnNB={3}
AND=1
CnbD=10
CnB={3.5}

. _ : . N = 2 ; : : . , ,
E2) Consideriamo l'insieme deumeri naturaIN - {“‘ 1.2.3. '“}eP- D rispettivamente l'insieme dei numeri
pari e quello dei numeri dispari. Prendiamo poi

A ={n € N tale che n < 10}
Allora

ANP ={0.2.4.6.8.10}
AND={1.3.5.7.9}



PnD= W(non esiste alcun numero naturale che sia pari e dispari).

E3) (Per chi ¢ almeno in quinta liceo!) Dati gli intervalli reali

A=[1,3], B=[1,5), C=(4,10], D=(0,1]

abbiamo
ANB=[1.3
ANC =40
AnD={1}
BnNC = (4,5)

Proprieta dell'intersezione tra insiemi

1) L'intersezione di un qualsiasi insieme con I'insieme vuoto ¢ vuota. Capirne il motivo ¢ facilile: comunque si
prende un insieme A1, l'insieme vuoto (e privo di elementi e dunque non pud avere alcun elementmento in cernanA

ANB=10
2) L'intersezione tra due insiemi inscatolati coincide con l'insieme che & contenuto nell'altro.0Se abbiamo cioé
duensiemi As B C Bggn A C B, allora

ANnB=A

3) Insiemi disgiunti. Nel caso in cui due insiemi A. B C Eyon abbiano elementi in comune, ¢ 2 dunque abbiano
intersezione vuota

ANB=10
A. B

allora diciamo che - sono insiemi disgiunti.

4) L'intersezione di un qualsiasi insieme con l'insieme con sé stesso & I'insieme stesso. Per quaalsiasi insieme
A C FErisulta che

ANA=A

5) L'intersezione di un qualsiasi insieme con I'insieme universo coincide con I'insieme dato. DatoA C F , allora
ANE =4

In realta la precedente proprieta ¢ un semplice applicazione della 2).

A.BCE risulta che

6) L'intersezione fra insiemi & nun'onerazione commutativa. In parole_novere. dati <

AnNB=BnNA



7) L'intersezione di due insiemi qualsiasi e usottoinsiemedi entrambi gli insiemi. Comunque si considerano
A. B C E apbiamo che

ANBC A e ANBCBEB

8) L'intersezione e un'operazioneassociativa Dati A B.CeE , possiamo equivalentemente considerare
p assoclative

An(BnC)y=AnBnC=(AnBINnC

Insiemi numerici

Abbiamo gia" introdotto I'insieme dei numeri natiufd
Denotiamo con Z l'insieme dedgthteri relativi, ossia dei numeri0,1,-1,2,-2,...

Denotiamo con Q l'insieme daumeri razionali.
a

Ogni numero razionale pu'o essere rappresentaioal&azione della fornba capb €Z,b =06

a cb d

Due frazioni — e— rappresentano lo stesso numeromalgauandad = bc.
—14 4

o - e . . - N .
Quindi le frazioni 35 —10 rappresentano lo stesso numeaz@mnale che possiamo indicare piu” semplicemente
2

con 5.
a

E spesso utile saper’ confrontare due frazioni (ossia stabilire quale delle due "ggiare). Sianb
C
ed due frazioni con denominatore maggiore di zessié > 0 ed > 0). Diciamo che
a C

b d seesolose ad< bc.

3 4 2 3

Esempio 1.15 Confrontiamo le seguenti coppie di frazicl0 ’ 13 ¢ 711
3 4
°o — I — : .
10 13 infatti3- 13=39 4-10=40 e 3940
2 3
°o —— < —— . .
7 11 infatti (-2) - 11 = -22 (-3)-7=-21 e —22 -21
Ricordiamo che lsommae il prodotto di due frazioni si eseguono come segue
a ¢ ad+bc a ¢ ac
b d  bd b d bd.
a
Inoltre si ha: b =0 seesoloae 0.
(Ricordiamo che il denominatore non puo™ MAI essgyeale a zeroga
Data una frazione  cam= 06 eb =06 si dicdrazione reciprocadi la ﬁ
frazione b b a

Abbiamo allora che



= ].

> Q
SHESS

a C a

—  Z (¢ d S ] e
Effettuare ladivisione dib ped (oo 4 0 &4 7= 0] signi fica moltiplicarhb per il reciproco di

C

E, cio'e;
¢ a d B ad
b'd b ¢ be.
2 3.9_2 3 2_2 1_2~6—1-5_12—5_7
Esempio 1.16 5 4°2 5 4 9 5 6 30 30 30.
Esempio 1.17 Vogliamo determinare per quali interi> 0 si ha che la differenza delle due frazioni
1 1
ﬁ B n+1

. L
e minore dio0 . Deve essere

111 1
n n+1l n(+1) 10

ossia
nin+1)> 10

che “e evidentemente verificata per 3.

Ogni numero razionale pu'o essere rappresentateviloippo decimaléinito o infinito periodico. Ad esempio:

1 7 1 - 1 —
4 0 25; ) 4, 3 0 3; 6 6.
| numeri corrispondenti a sviluppi decimaifiniti non periodici come
V_
2 =1414213562. ;7w = 3.141592654.

sono detti numeiirrazionali .

Definizione 1.18L’'unione dei numeri razionali e degli irrazionabstituisce l'insieme dei numereali, che viene
indicato con R.

Una descrizione rigorosa dell'insieme dei numealires al di I'a degli obiettivi di queste lezioMaturalmente si ha
NSZcQCcR

Dati i numeri reala e b “e sempre definita la somraa+ b (la sottrazione — b) e la moltiplicazione - b (e, seb 6=
a
0, la divisionea: b, che spesso si indica con la notazig)e
In particolare, dato il numero reaechiamiamooppostodi a il numero -a e, sea= 06 , chiamiameeciproco di a il
1

numeraa.

E spesso comodo visualizzare i numeri reali conumtipdi una retta”. Per far questo consideriamaeltar e su di
essa fissiamo un pun@® (origine), un segmentdU come unit'a di misura e un verso di percorrenzeciasiderarsi
positivo: in questo modo abbiamo costruito vetéa orientata.

0 U

Sia oraa un numero reale non nullo: partendo@ai muoviamo sulla retta orientata

esea > 0 nel verso positivo della retta, di un segmedfodi lunghezzag;



esea < 0 nel verso negativo della retta, di un segmé@@ali lunghezza &a.

In entrambi i casi associamo al numatestremo finale del segmen@A. (Al numero 0 associamo il pun@) Cos’I
ad ogni numero reale abbiamo associato un punia dta orientata. Ad esempio nella figura sottott al numero
3

2 associamo il puntd, al numero real™ 2 associamo il puto

RS U

Viceversa, dato un punidsulla retta orientata
eseA segueD nel verso positivo della retta, associamad\aldhumero reale che esprime la misura del segmento
OA rispetto all’'unit’a di misur®U;

eseA precede nel verso positivo della retta, associam@ddpposto del numero reale che esprime la misura
del segment®A rispetto all’'unit’a di misur®U.

Cos’I ad ogni punto della retta orientata abbiassmeiato uno (e un solo) numero reale.
Ad esempio nella figura sottostante al puhtd associamo il numero reale al puntoA associamo 2@A ‘e la

diagonale del quadrato di la@J), e al puntdB associamo -3

...............

§ . .
B O UA r

Questo ci permette di identificare i punti delltaerientata con i numeri reali e quindi spesgmosigono sulla retta
direttamente i numeri invece dei punti. In quesintesto i numeri si chiamarascissalei punti corrispondenti.

| | | ] | | Il ]
T T T T T T

3 92 1 0 1 2 3 ]

La distanza (rispetto all’'unit’a di misura fissatiiun puntoA di ascissa daO ‘e sempre un numero non negativo
dato da:

easea>0;
e—asea< .

Abbiamo cos’1 introdotto iinodulo (o valore assolutog| del numero realache “e cos’1 definito:
Ya
-a se a<o
lal =
a se a=>0

2= —(-2)=2 =3 |-2

(211 )

Ad esempio| ; 04]=04; [0[=0
Concludendog| rappresenta la distanza del punto di aseiskdl’origine O, e quindi “e sempra|[> 0.

In generale g - b| rappresenta la lunghezza del segmento di es&kerBi aventi ascissa e b. Quindi "e semprea|-
bl =p-al

Esempio 1.19 'insieme A ={a € R tali ched| < 2} e costituito dai numeri reali che sono ascidiseunti a distanza
minore di 2 dall’'origine. Sono quindi tutti i nuneeali compresi tra —2 e. Dssia
A={a€eRtaliche - X a< 2}.

Un sottoinsieme di R della forma di quello dell’sgBo precedente "e un intervallo. Si chiamano
intervalli i seguenti sottoinsiemi di R:



e(a,b) ={x e Rtalichea< x< b} intervallo limitato aperto

e[a,b] = {x € R tali chea<x < b} intervallo limitato chiuso
e[a,b) = {x € R tali chea<x < b} intervallo limitato chiuso a sinistra (e apertdestra)

¢(—0,b) = {x € R tali chex < b} intervallo aperto illimitato (a sinistra) o sereita
e[a,+0) = {x € R tali chex>a} intervallo illimitato (a destra) o semiretta

e(a,b], (—o,b], (a,+x) sono definiti analogamente.

L'insiemeA dell’esempio precedente “e quindi l'intervallo (2R

4. Proporzioni, scale e percentuali
Consideriamo un treno che viaggia alla velocit'staote di 110 chilometri all’'ora. Ovviamente ini@huti percorre
55 chilometri, in due ore 220. E se volessimo sapequanto tempo ha percorso 242 chilometri?

Osserviamo che il rapporto tra lo spazio percorsbtempo impiegato "e costante (purch’e spazingpiesiano

rispettivamente espressi nella stessa unit a dinaisossia
110~ 55 220

60 30 120
Quindi, dettoT il tempo (in minuti) necessario a percorrere 24itbatetri si ha:

110 242 60 - 242
60 T cio'e 110 T=60 - 242 cio'e 110 3 ,

ossia 2 ore e 12 minuti.

a c
In generale, si usa esprimere I'uguaglianza degigetp b d usando la scrittura

a:b=c:d

che si chiam@roporzione e che si legged sta ab comec sta ad”.

Esempio 1.20La tariffa applicata per chiamate da un telefonblico “e a scatti e ogni scatto costa 10 centedimi
Euro. Per chiamate verso la Lituania la duratagtii scatto ‘e di 8.2 secondi. Vogliamo calcolaredstoC (in
centesimi di Euro) a minuto che quindi soddisfpriaporzione

10:82=C:60

¢ — 6000

Ricaviamo quindi che 2 = 13- 17 centesimi di Euro.

Esempio 1.21La detrazione fiscale per lavoro dipendente "eldiOlEuro su base annuale (365 giorni di lavoro).
Calcoliamo la detrazione spettante ad un lavoratore che ha lavorato 87 igiefrcorso dell’anno. Si avra’
1150 : 365D : 87

__ 1150-87 ~,
Ricaviamo quindi che D= =5%— =274 1 Eyro,

Nel linguaggio topografico dire che una cartinajnoatlante, “e in scala 1 : 200000” significa dhepporto tra le

1
distanze riportate sulla carta e quelle rea200000.
Ossia, se su una cartina di questo tipo la disttnazdue paesi "e di 3.5 centimetri, la loro digtaeffettivaD (in
centimetri!!) “e tale che

1:200000=3%:D

cio’eD = 700000 cm = 7000 m = 7 km.



Il rapporto tra due grandezze omogenee (ossia siEiso tip®) “e un numero che non dipende dall’'unita’ usata pe

3
misurare entrambe. Ad esempio, se, in una clasdgstudenti, 3 hanno I'influenza, possiamo dire 25 della classe
“e ammalato.

Si usa spesso esprimere il rapporto di grandezogenee in form@ercentualeossia scrivendo la frazione in modo
che il denominatore sia 100. Nell'esempio

3 12

— =—=0.12

25 100 .
Piu” brevemente si scrive 12% e si dice la peradatdi ammalati “e il 12% (e si legge & cento). Non sempre ‘e
possibile esprimere un rapporto esattamente indgencentuale, talvolta bisogna approssimarlosadcgio

1 1
— — ~ 33%
3 = 33%circae si scrive3 0.

Esempio 1.22I fondo di investimento “SoldiPiu™ nel 2000 haapagnato il 25%, mentre nel 2001 ha perso il 20%.
Vogliamo calcolare quale “e stato il rendimentdase biennale.
Supponiamo che la somma investita all’inizio deD@@osseC. Alla fine del primo anno la somma “e aumentata del

25% ossia ‘e

25 5
Ct155:C=71-C.

Nel 2001 quest’ultima “e diminuita del 20% ossidi\entata:
) 20 (/5 1 5 4 (5
- C)——(=--C)=(1—-= —C)==-|--C)=C.
(1) (i0)=(-3) (¢) =3 i)
Quindi il rendimento biennale “e stato nullo, oskalancio biennale “e stato di perfetto pareggio

Esempio 1.23I fondo di investimento“SoldiPiu” Plus” ha perselliultimo anno il 17.5%. Sapendo che ora le quote
in possesso valgono 66000 Euro, quale era il dagitaestito I'anno scorso? Detil capitale iniziale, sappiamo

che dopo la perdita del 17.5% il capitale "e digtnt
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quindi 33 66000 =80000 Euro.




